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RE´SUME´
De nos jours, il est bien accepte´ que le cycle magne´tique de 11 ans du Soleil est l’oeuvre
d’une dynamo interne pre´sente dans la zone convective. Bien qu’avec la puissance de calculs
des ordinateurs actuels il soit possible, a` l’aide de ve´ritables simulations magne´tohydro-
dynamiques, de re´soudre le champ magne´tique et la vitessse dans toutes les directions
spatiales, il n’en reste pas moins que pour e´tudier l’e´volution temporelle et spatiale de la
dynamo solaire a` grande e´chelle, il reste avantageux de travailler avec des mode`les plus
simples. Ainsi, nous avons utilise´ un mode`le simplifie´ de la dynamo solaire, nomme´ mo-
de`le de champ moyen, pour mieux comprendre les me´canismes importants a` l’origine et
au maintien de la dynamo solaire.
L’insertion d’un tenseur-α complet dans un mode`le dynamo de champ moyen, prove-
nant d’un mode`le global-MHD [Ghizaru et al., 2010] de la convection solaire, nous a permis
d’approfondir le roˆle que peut jouer la force e´lectromotrice dans les cycles magne´tiques
produits par ce mode`le global. De cette fac¸on, nous avons pu reproduire certaines carac-
te´ristiques observe´es dans les cycles magne´tiques provenant de la simulation de Ghizaru
et al. [2010].
Tout d’abord, le champ magne´tique produit par le mode`le de champ moyen pre´sente
deux modes dynamo distincts. Ces modes, de pe´riodes similaires, sont pre´sents et localise´s
sensiblement aux meˆmes rayons et latitudes que ceux produits par le mode`le global. Le
fait que l’on puisse reproduire ces deux modes dynamo est duˆ a` la complexite´ spatiale du
tenseur-α. Par contre, le rapport entre les pe´riodes des deux modes pre´sents dans le mode`le
de champ moyen diffe`re significativement de celui trouve´ dans le mode`le global. Par ailleurs,
on perd l’accumulation du´n fort champ magne´tique sous la zone convective dans un mode`le
ou` la rotation diffe´rentielle n’est plus pre´sente. Ceci sugge`re que la pre´sence de rotation
diffe´rentielle joue un roˆle non ne´gligeable dans l’accumulation du champ magne´tique a`
cet endroit. Par ailleurs, le champ magne´tique produit dans un mode`le de champ moyen
incluant un tenseur-α sans pompage turbulent global est tre`s diffe´rent de celui produit
par le tenseur original. Le pompage turbulent joue donc un roˆle fondamental au sein de la
distribution spatiale du champ magne´tique. Il est important de souligner que les mode`les
de´pourvus d’une rotation diffe´rentielle, utilisant le tenseur-α original ou n’utilisant pas de
pompage turbulent, parviennent tous deux a` produire une dynamo oscillatoire. Produire
une telle dynamo a` l’aide d’un mode`le de ce type n’est pas e´vident, a priori. Finalement,
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l’intensite´ ainsi que le type de profil de circulation me´ridienne utilise´s sont des facteurs
affectant significativement la distribution spatiale de la dynamo produite.
Mots-cle´s : Effet alpha - Soleil : dynamo - Soleil : champ magne´tique -
Pompage turbulent - Mode`le en champ moyen - Mode`le global
ABSTRACT
It is generally agreed upon that the 11-year magnetic cycle of the Sun arises through the
action of an internal dynamo operating in the convective zone, and perhaps also immedi-
ately beneath it. Although the computing power of current supercomputers is sufficient
to allow fairly realistic magnetohydrodynamical simulations of this dynamo process, to
study the temporal and spatial evolution of the large-scale solar magnetic field over long
timescales, it remains advantageous to work with simpler models. Thus, to better under-
stand the physical mechanisms at the origin and maintenance of the solar dynamo, we
used a simplified formulation, known as a mean-field model.
By using a complete α-tensor extracted from a global MHD model of solar convection
[Ghizaru et al., 2010] as input to a kinematic axisymmetric mean-field dynamo model
[Charbonneau & MacGregor, 1997], it becomes possible to study the effect of the electro-
motive force on the magnetic cycles produced by the global model. In this way, we are able
to reproduce some of the observed characteristics of the Ghizaru et al. [2010] simulation, in
particular magnetic cycles. The axisymmetric magnetic field produced by the mean-field
dynamo model exhibits two distincts dynamo modes. These modes, with similar periods,
are present and peak at substantially at the same radii and latitudes as the sonlly-averaged
magnetic fields extracted from the global model. Thanks to the spatial complexity of the
α-tensor, we can reproduce these two dynamo modes. In contrast, the ratio of the periods
of the two modes present in the mean field model differs significantly from that found in
the global model. In addition, the accumulation of strong magnetic fields at the base of
the convective zone disappears in a model where differential rotation has been removed.
This suggests that differential rotation plays a significant role in the accumulation of mag-
netic fields in this region. Furthermore, removing the turbulent pumping component of
the α-tensor produces a very different magnetic field cycle. Therefore, turbulent pumping
plays a crucial role in the spatial distribution of the magnetic field. It is important to un-
derline that the models without differential rotation, with or without turbulent pumping,
both succeed in producing an oscillatory dynamo using only the turbulent electromotive
force. However, the dynamos materializing in these modified models are significantly dif-
ferent from that using the full α-tensor. Finally, both the intensity and form of meridional
circulation profiles are significant factors affecting the dynamo modes.
Keywords: Alpha effect - Sun: dynamo - Sun: magnetic field - Turbulent
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION
On mesure une activite´ magne´tique dans bon nombre de corps astronomiques. La Terre
ne fait pas exception. Tout comme le Soleil, elle est plonge´e dans un champ magne´tique.
Toutefois, les caracte´ristiques de ces deux champs sont diffe´rentes. Ainsi, le champ ma-
gne´tique solaire peut eˆtre par endroit jusqu’a` mille fois plus intense. Ceci est duˆ au fait
que les me´canismes d’entretien du magne´tisme sont diffe´rents. De meˆme, les conditions
physiques sur Terre et dans l’inte´rieur solaire diffe`rent fortement. Comprendre la nature et
l’origine de l’activite´ magne´tique du Soleil constitue un des proble`me fondamental concer-
nant la dynamo solaire. Cette activite´ donne naissance a` des phe´nome`nes magne´tiques bien
particuliers tels que l’e´mergence de taches solaires, les e´ruptions, les e´jections de masses
coronales ainsi que le vent solaire. L’e´tude de ces phe´nome`nes est essentielle afin de re´duire
les conse´quences que ceux-ci peuvent avoir sur la Terre et sur les satellites.
En effet, pour pouvoir pre´voir ces phe´nome`nes, il est ne´cessaire de comprendre la dy-
namique interne des champs magne´tiques solaires. Cependant, e´tant donne´ que l’inte´rieur
du Soleil nous est inaccessible, il nous faut construire des mode`les the´oriques a` partir de
lois physiques s’appliquant au Soleil. Ces mode`les nous permettent d’aller sonder le com-
portement du champ magne´tique, des fluctuations de la tempe´rature, ou bien encore des
e´coulements fluides a` l’inte´rieur de celui-ci. Toutefois, meˆme a` l’aide des mode`les nume´-
riques les plus re´alistes, il n’est pas aise´ d’isoler le roˆle que jouent les diffe´rents me´canismes
permettant la construction du champ magne´tique solaire. Dans cette optique, il peut eˆtre
avantageux de se servir de mode`les simplifie´s du Soleil : les mode`les de champ moyen.
Dans ce me´moire de maˆıtrise, j’introduirai tout d’abord quelques concepts de base
concernant la structure interne du Soleil (§1.1.1). En partant des observations faites au
niveau de la surface solaire (§1.1.2), j’expliquerai pourquoi celles-ci peuvent eˆtre ponctue´es
par endroit par des re´gions plus sombres : les taches solaires (§1.1.3). Nous verrons que
l’e´tude des diagrammes papillons, et des magne´togrammes (§1.1.4) re´ve`le l’aspect cyclique
de l’activite´ magne´tique solaire. Ceci nous menera a` e´tudier les e´coulements pre´sents a`
l’inte´rieur du Soleil (§1.1.5), ainsi que les conditions physiques re´gissant la zone convective
(§1.1.5). J’aborderai finalement certains concepts importants lie´s a` la compre´hension de
la dynamo solaire (§1.2).
2Par ailleurs, j’introduirai les mode`les de champ moyen (§1.3) et en pre´senterai un bref
historique (§1.3.1). Les mode`les globaux seront de´crits a` la section 1.4. J’e´tudierai en de´tail
un mode`le global particulier : EULAG-MHD [Ghizaru et al., 2010] et pre´senterai ses ca-
racte´ristiques (§1.4.1), ainsi que quelques re´sultats (§1.4.2). J’expliquerai ensuite comment
j’ai tente´ d’isoler, a` partir d’un mode`le simplifie´ de la dynamo solaire, un me´canisme que
l’on croit eˆtre a` l’origine de la re´ge´ne´ration du champ magne´tique solaire (§1.5). La section
1.6 de´crira finalement ma contribution a` l’article pre´sente´ a` la section 2.
1.1 Le Soleil
1.1.1 Structure
Le Soleil est une sphe`re magne´tise´e presque parfaite compose´e de plasma domine´ par
l’hydroge`ne. Il a un rayon de R = 6.95×105 km et tourne a` vitesse angulaire de 25.4 jours
a` l’e´quateur. Sa masse est de M = 1.9884 × 1030 kg et il compose a` lui seul 99% de la
masse du syste`me solaire [Mullan, 2009][Chap. 1]. C’est une e´toile de type spectral G2-V ;
G2 indique sa tempe´rature de surface d’environ 5778 K et la lettre V le fait qu’elle e´volue
sur la se´quence principale du diagramme Hertzsprung-Russell. L’e´toile est globalement
stable graˆce a` l’e´quilibre entre la pression gazeuse et la force gravitationnelle.
Le Soleil, comme toutes les autres e´toiles, e´volue temporellement. Il a une naissance,
une vie et une mort. Sa naissance s’est produite il y a 4.57 milliards d’anne´es a` la suite de
l’effondrement gravitationnel d’un nuage mole´culaire compose´ principalement d’hydroge`ne
et d’he´lium. Pre´sentement, il est a` la moitie´ de sa vie sur la se´quence principale. Il fusionne
principalement de l’hydroge`ne et le transforme en he´lium. Lorsque l’hydroge`ne viendra a`
manquer dans la re´gion centrale, le Soleil passera dans la phase ge´ante rouge. Durant
cette phase, il commencera a` bruˆler de l’hydroge`ne dans les couches pe´riphe´riques au
noyau. Puis, lorsque les re´actions nucle´aires dans le noyau cesseront, la pression ne sera
plus assez forte pour e´quilibrer la force gravitationnelle, ce qui entraˆınera une contraction
du noyau. Cette phase fera augmenter la pression et donc la tempe´rature, permettant
ainsi le bruˆlage de l’hydroge`ne dans les couches situe´es autour du noyau. Par la suite, les
couches externes se dilateront, allant meˆme jusqu’a` englober la Terre, et seront expulse´es de
l’astre. Finalement, apre`s avoir perdu une grande partie de sa masse, le cœur se refroidira
doucement et deviendra une naine blanche.
C’est graˆce a` l’he´liosismologie que nous avons confirme´ que le Soleil posse`de une struc-
ture interne en couches telle que pre´dite par les mode`les de structures et d’e´volution. On
3retrouve tout d’abord un cœur qui s’e´tend jusqu’a` 0.25R et dont la tempe´rature est
d’environ 15.7 millions de Kelvin ; il s’agit du lieu ou` se produisent toutes les re´actions
nucle´aires. De 0.25R a` 0.7R se trouve la zone radiative. Puisque la matie`re y est tre`s
chaude, tout le transport de l’e´nergie se fait uniquement par radiation thermique. Ensuite
se trouve la tachocline, couche d’environ 3000 km situe´e a` 0.7R. Cette couche jouerait
un roˆle majeur dans l’amplification et l’organisation spatiale du champ magne´tique. Elle
constitue la zone de transition situe´e entre la zone radiative, en e´tat de rotation solide,
et la zone convective, dont la rotation est diffe´rentielle. La zone convective se situe entre
0.7R et 1R. Dans cette zone, e´tant donne´ que l’opacite´ radiative y est tre`s e´leve´e, le
transport par radiation ne s’ave`re plus assez efficace et le plasma forme donc des cellules
convectives. La zone convective et la tachocline constituent le lieu de cre´ation du champ
magne´tique ; c’est la` que vit toute l’action dynamo du Soleil. C’est le champ magne´tique
situe´ dans ces deux couches que les mode`les nume´riques tentent de reconstruire.
Viennent ensuite les couches externes du Soleil. On y retrouve entre autres la photo-
sphe`re, qui constitue la partie visible des e´toiles. Elle mesure seulement quelques centaines
de kilome`tres et est tre`s irre´gulie`re spatialement a` cause de la pre´sence de cellules convec-
tives et de taches solaires. Finalement, on tombe dans les couches qui forment ce que
l’on appelle l’atmosphe`re solaire. Celle-ci est constitue´e de trois sous-couches : la chromo-
sphe`re, la couronne et l’he´liosphe`re. La chromosphe`re est une zone d’environ 2000 km ou`
l’on retrouve une tempe´rature se situant entre 7000-10 000 K et montrant la pre´sence de
mole´cules. La couronne est beaucoup plus chaude que la photosphe`re et que la chromo-
sphe`re, sa tempe´rature pouvant monter jusqu’a` 1.5 millions de Kelvins. Elle est constitue´e
d’un plasma ionise´ d’une tre`s faible densite´ ( 1012 fois moins que la photosphe`re) et s’e´tend
jusqu’a` environ 0.1 UA. Finalement l’he´liosphe`re s’e´tend sur tout le syste`me solaire et est
engendre´e par les vents solaires.
1.1.2 Les taches solaires
Une bonne partie de notre compre´hension de l’activite´ magne´tique du Soleil est due
a` l’observation des taches solaires. Elles sont de loin la manifestation la plus frappante
de son activite´ magne´tique. Ces taches nous apparaissent sombres puisqu’elles sont plus
froides que le plasma ambiant. Cette diffe´rence de tempe´rature est due a` leurs forts champs
magne´tiques, situe´es autour de 0.1−0.3 T, qui inhibent la convection et diminuent l’apport
de chaleur venant de l’inte´rieur de Soleil. Ces taches viennent en une grande varie´te´ de
4tailles et peuvent parfois eˆtre visibles de la Terre a` l’œil nu. Elles ont une dure´e de vie
allant de quelques heures pour les plus petites jusqu’a` plusieurs jours, voire des semaines
pour les plus grosses [Mullan, 2009, §16.1]. Les premie`res observations plausibles de taches
remontent il y a environ 2000 ans dans des e´crits chinois [Stephenson, 1990] mais ce n’est
que depuis 400 ans que l’on peut be´ne´ficier d’un registre plus ou moins continu du compte
de ces taches.
Ce compte fait e´merger un cycle ayant une pe´riode moyenne de 11 ans (Fig.1.1). On
utilise majoritairement le nombre de Wolf R, connu aussi sous le nom de nombre de Zu¨rich,
pour compter les taches et les groupes de taches solaires. Ce nombre est de´fini comme :
R = k(10g + s) , (1.1)
ou` s est le nombre de taches individuelles, g le nombre de groupes de taches et k un facteur
qui varie selon la localisation et l’instrument prenant les mesures. Sur la Figure 1.1, on
observe que le nombre de taches solaires fluctue selon un cycle d’environ 11 ans, passant par
une phase de maximum suivie d’un minimum de manie`re assez re´gulie`re. Meˆme si le nombre
de taches solaires n’est pas une mesure line´aire de l’activite´ magne´tique a` grande e´chelle, il
nous informe sur le flux magne´tique au sein d’une tache. Il devient donc ne´cessaire de faire
quelques suppositions sur sa relation avec le champ magne´tique contenu a` la base de la zone
convective pour pouvoir avancer les the´ories sur la dynamo solaire. Il est d’ailleurs bien
accepte´ que les taches solaires sont la manifestation de surface d’un fort champ magne´tique
toro¨ıdal interne (en direction longitudinale) concentre´ pre`s de la tachocline. De plus, on
observe que le cycle des taches solaires est de´phase´ avec la composante dipolaire du champ
magne´tique. En effet, on remarque que cette composante passe par un maximum alors que
le nombre de taches solaires, lui, est au minimum et vice versa.
La plupart du temps, les taches solaires viennent en paires bipolaires et suivent la
loi de Hale-Nicholson stipulant que, apre`s un minimum d’activite´, la polarite´ de la tache
se trouvant en teˆte par rapport a` la rotation du Soleil, s’inverse avec celle de derrie`re.
Cette meˆme loi nous dit que la polarite´ des taches en teˆte est inverse´e par rapport a`
chaque he´misphe`re. Il faut donc deux cycles de 11 ans avant que la polarite´ des taches
en teˆte revienne a` ce qu’elle e´tait un cycle auparavant, ce qui est cohe´rent avec le champ
toro¨ıdal interne antisyme´trique par rapport a` l’e´quateur, et inversant sa polarite´ de manie`re
synchrone dans les deux he´misphe`res. De plus, on observe que les taches en teˆte se trouvent
en moyenne a` de plus petites latitudes que leurs partenaires de derrie`re, cre´ant ainsi une
5Figure 1.1: Variation du nombre de taches solaires en fonction du temps. La ligne rouge
repre´sente le nombre de Wolf, la mauve a` une reconstruction base´e sur des groupes de
taches et les croix vertes repre´sentent une reconstruction de la fre´quence des aurores bo-
re´ales faite par K. Krivsky and J.P. Legrand. Tire´ de : http://www.astro.umontreal.
ca/~paulchar/grps/histoire/newsite/history_e.html
inclinaison d’un angle d’environ 4◦ par rapport a` l’e´quateur.
1.1.3 Diagramme papillon et magne´togramme
Si l’on s’inte´resse plutoˆt au nombre de taches solaires en fonction du temps et de la lati-
tude, on obtient ce qu’on appelle des diagrammes papillons. Dans ce genre de diagrammes
(Fig.1.2), on peut constater une migration des latitudes d’e´mergence des taches solaires,
passant d’environ 30◦ au maximum d’activite´ jusqu’a` 8◦ lors du minimum. Ce phe´nome`ne
est e´galement connu comme la loi de Spo¨rer, bien que remarque´ pour la premie`re fois par
l’astronome Richard Christopher Carrington en 1861. De plus, on observe que la pola-
rite´ du champ est inverse´e d’un he´misphe`re a` l’autre pour chaque branche du diagramme
papillon.
Les magne´togrammes pre´sentent une carte du re´seau magne´tique a` la surface du Soleil.
On peut voir a` la Figure 1.3 deux exemples de magne´togrammes pris a` 10 ans d’intervalle
dans un maximum (Fig. 1.3 a` gauche) et un minimum (Fig. 1.3 a` droite) du cycle solaire
23 1. On remarque d’abord a` la Figure 1.3 de gauche les re´gions de champs intenses corres-
1La nume´rotation des cycles a commence´ en 1761 avec le cycle 1. Le cycle 23 a e´te´ entame´ en 1996 et
s’est termine´ en 2008. Nous sommes pre´sentement dans la phase ascendante du cycle 24.
6Figure 1.2: Diagramme papillon montrant la fraction de surface couverte par des taches
solaires en fonction de la latitude et du temps. Le diagramme met en e´vidence la pre´sence
de cycle solaire et la migration des taches de la mi-latitude jusqu’a` l’e´quateur pendant la
progression d’un cycle. Tire´ de : http://solarphysics.livingreviews.org/Articles/
lrsp-2010-3/fulltext.html
pondant aux taches solaires. On remarque que les taches en teˆte ont une polarite´ positive
(ne´gative) dans l’he´misphe`re Nord (Sud), comme l’indique la loi de Hale-Nicholson, et
qu’elles sont concentre´es dans une bande e´troite entre 8◦ et 30◦. Dans la Figure 1.3 de
droite, on remarque plutoˆt un faible re´seau magne´tique ayant des polarite´s mixtes.
1.1.4 E´coulements
Pour bien comprendre quels sont les me´canismes dominants a` l’origine du cycle solaire,
il est important de savoir comment se de´place le plasma a` l’inte´rieur du Soleil. S’il est tre`s
difficile de savoir exactement comment e´volue un fluide convectif, on peut plus facilement
percevoir les signes d’un e´coulement a` l’e´chelle du Soleil.
C’est avec l’arrive´e de l’he´liosismologie dans les anne´es 1980 que les premie`res mesures
de l’inte´rieur du Soleil ont pu eˆtre prises. Cette technique consiste a` e´tudier la propagation
des ondes. Les modes d’oscillation solaire peuvent eˆtre se´pare´s en trois cate´gories : les
modes-p (modes acoustiques), les modes-g (modes de gravite´) et les modes-f (modes de
7Figure 1.3: Magne´togrammes du disque complet acquis par l’instrument MDI a` bord de
l’observatoire spatial SOHO. Gauche : image prise le 20 juin 2000. Droite : image prise le
20 juin 2010. On peut remarquer la diffe´rence d’activite´ magne´tique entre un maximum
(a` gauche) et un minimum (a` droite) du cycle 23.
surface). Les modes-p sont les modes pour lesquels la pression est la force de rappel. Leur
dynamique est controˆle´e par la variation de la vitesse du son dans le Soleil. C’est graˆce a`
ces modes, de l’ordre du MHz, que nous connaissons le profil de rotation diffe´rentielle du
Soleil. Les modes-g, quant a` eux, sont des ondes dont la force de rappel est la gravite´ et ont
des fre´quences tre`s faibles (entre 0− 0.4 MHz). Ces ondes sont confine´es en dessous de la
zone convective et sont pratiquement inobservables a` la surface. Finalement, les modes-f
sont e´galement des modes de gravite´, mais qui se produisent dans la photosphe`re.
Les e´coulements a` l’inte´rieur du Soleil peuvent se se´parer en e´coulements a` grande
e´chelle, comme la rotation diffe´rentielle ainsi que la circulation me´ridienne, et en e´coule-
ments a` petite e´chelle, comme la convection.
Graˆce a` l’he´liosismologie, on a pu de´couvrir le profil de vitesse angulaire a` l’inte´rieur
de la zone convective ; on l’appelle la rotation diffe´rentielle. Puisque le Soleil agit comme
une grande cavite´, les ondes me´caniques peuvent s’y propager et il est possible de mesurer
les diffe´rents modes de pulsations acoustiques. Ces mesures sont faites a` partir du de´calage
Doppler observe´ sur les raies d’absorption photosphe´riques. L’un des instruments les plus
connus prenant ce genre de mesures est le Michelson Doppler Imager (MDI), se trouvant
a` bord du satellite SOHO. La Figure 1.4 en est un exemple ; on trouve en surface une
pe´riode de rotation a` l’e´quateur de 25 jours et de 36 aux poˆles. A` l’inte´rieur du Soleil, on
8retrouve une zone de fort cisaillement latitudinal du plasma, couvrant toutes les latitudes,
ainsi qu’un cisaillement radial a` la base de la zone convective, comme le de´montrent les
isocontours de la Figure 1.4. Finalement, dans la zone radiative, le plasma pre´sente une
rotation solide a` un taux correspondant environ aux vitesses de mi-latitudes en surface. Ce
profil de rotation joue un roˆle tre`s important dans le processus de re´ge´ne´ration du champ
magne´tique du Soleil.
A` la rotation diffe´rentielle s’ajoute un profil de circulation me´ridienne. Cet e´coulement,
d’environ 15 m s−1, transporte jusqu’aux poˆles les e´le´ments de fluide de la surface du
Soleil situe´s a` l’e´quateur. Ensuite, par conservation de la masse, le plasma doit replonger
vers l’inte´rieur de la zone convective jusqu’a` l’e´quateur pour fermer la boucle. C’est un
e´coulement de faible amplitude, en particulier face aux cellules convectives, mais tout de
meˆme observable en surface et ayant un impact sur l’e´volution du champ magne´tique sur
des e´chelles temporelles comparables a` la pe´riode du cycle.
Figure 1.4: Vitesse angulaire en nHz en fonction de la latitude et de la profondeur. Le profil
a e´te´ moyenne´ sur les deux he´misphe`res. Source : http://www.hao.ucar.edu/research/
lsv/lsvConvection.php
Finalement, il y a la convection, qui se produit lorsqu’il y a un fort gradient de tempe´ra-
ture. Plus pre´cise´ment, elle a lieu lorsque le gradient de tempe´rature local (dT/dz) est plus
grand que le gradient de tempe´rature adiabatique, qui est de´fini comme (dT/dz)ad = g/cp
ou` g est la gravite´ et cp la chaleur spe´cifique a` pression constante [Mullan, 2009, §6.8] . Ce
crite`re de convection a e´te´ introduit pour la premie`re fois par K. Schwarzschild en 1905
[Schwarzschild, 1906]. On sait que ce crite`re est respecte´ au bas de la zone convective. De`s
9qu’il y a perturbation, des cellules de matie`re plus chaude que le plasma ambiant commen-
ceront a` monter vers la surface. Par la suite, ces cellules, en contact avec le plasma am-
biant, se refroidiront par expansion et deviendront moins denses. Cependant, puisqu’elles
sont dans un environnement ayant un fort gradient thermique, ces cellules resteront plus
chaudes et moins denses que le milieu et continueront leur ascension. C’est ce que l’on
appelle une instabilite´ convective. Ce phe´nome`ne est pre´sent de manie`re turbulente dans
toute la zone convective. On peut en voir la manifestation en observant les cellules pro-
duites a` sa surface, que l’on voit a` la Figure 1.5. On peut remarquer les formes polygonales
que prennent les cellules de´limite´es par les zones sombres correspondant aux endroits ou`
la matie`re plus froide coule vers l’inte´rieur. Une cellule solaire typique fait entre 900 et
1000 km de diame`tre en surface [Mullan, 2009][§6.4].
Figure 1.5: Image de la surface du Soleil (photosphe`re) a` haute re´solution. On peut
remarquer les cellules convectives ou` les zones plus sombres correspondent a` la matie`re plus
froide qui coule vers l’inte´rieur du Soleil tandis que les cellules polygonales correspondent
a` la matie`re plus chaude qui e´merge a` la surface. Source : http://www.astro.uwo.ca/
~jlandstr/planets/webfigs/sun/images/02641_granul.jpg
1.1.5 Conditions physiques a` l’inte´rieur de la zone convective
Nous savons que le nombre de taches est une bonne indication du magne´tisme solaire.
Nous savons aussi de quelle fac¸on se de´place globalement le plasma mais n’avons aucune
mesure du champ magne´tique a` l’inte´rieur du Soleil. Pour bien comprendre d’ou` provient
l’activite´ magne´tique a` l’origine du cycle, il faut savoir comment le champ e´volue spa-
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tialement et temporellement. C’est pour cette raison que nous utilisons des simulations
nume´riques. Pour bien simuler l’inte´rieur solaire, il faut d’abord connaˆıtre les conditions
physiques applicables.
On retrouve tout d’abord un plasma hautement ionise´ globalement neutre ou` le taux
de collisions est tre`s e´leve´. De plus, la vitesse du plasma est non-relativiste, ce qui nous
permet d’utiliser les transformations de Galile´e et de ne´gliger le courant de de´placement
dans les e´quations de Maxwell. De plus, on suppose que, puisque le plasma posse`de une tre`s
faible re´sistivite´ et par conse´quent une tre`s grande conductivite´, on peut le traiter comme
un conducteur parfait (limite MHD ide´ale). Dans cette limite, on conside`re que les lignes
de champ magne´tique sont gele´es dans le plasma [Stix, 2002, §8.1.3]. Finalement, il est
important de mentionner que le plasma solaire est dans un re´gime hautement turbulent,
cre´ant ainsi des structures a` petite e´chelle de l’ordre du millier de kilome`tres. Il est donc
difficile, dans le cadre d’une simulation nume´rique, de re´soudre ces structures a` des e´chelles
aussi fines spatialement, tout en capturant l’e´volution du champ magne´tique global se
de´veloppant sur des e´chelles spatiales de l’ordre du rayon solaire.
1.2 La dynamo solaire
La dynamo solaire est le processus physique qui est a` l’origine de la re´ge´ne´ration du
champ magne´tique du Soleil. Pour bien comprendre comment le Soleil re´ge´ne`re son champ,
il est important de mentionner quels me´canismes peuvent le cre´er ou le de´truire. Dans
cette section, il sera question de la description des diffe´rents me´canismes pre´sents dans la
dynamo solaire et des diffe´rentes e´quations applicables dans la zone convective. Pour plus
de de´tails mathe´matiques, voir Parker [1979], Moffatt [1978] et Krause & Raedler [1980].
En 1919, Larmor, dans un papier intitule´ ”How could a Rotating Body such as the Sun
become a Magnet ?” [Larmor, 1919], a e´te´ le premier a` sugge´rer que le processus dynamo
pouvait expliquer l’origine de la re´ge´ne´ration du champ magne´tique du Soleil. Son ide´e e´tait
que le champ magne´tique solaire e´tait maintenu par l’induction d’un courant e´lectrique
cre´e´ dans le Soleil. Cette induction provenant du fait que le plasma est un conducteur
e´lectrique en mouvement. La base du processus dynamo implique plusieurs interactions :
tout d’abord, nous savons par l’he´liosismologie qu’il y a des e´coulements (u) a` l’inte´rieur
du Soleil. Si nous avons un champ magne´tique B, nous aurons donc induction d’un champ
e´lectrique selon u × B. De plus, la variation d’un champ magne´tique induit un champ
e´lectrique par la loi de Faraday (∇×E = −∂B/∂t). Ce champ e´lectrique induit une densite´
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de courant j de´crite par la loi d’Ohm dans un conducteur e´lectrique par j = σ(E+u×B)
ou` σ est de´fini comme la conductivite´ magne´tique (Ω−1m−1). Cette densite´ de courant
induit quant a` elle un champ magne´tique (loi d’Ampe`re) en ne´gligeant les effets relativistes
(∇×B = µ0j). Finalement, le champ magne´tique cre´e´ en pre´sence d’une densite´ de courant
est soumis a` l’action de la force de Lorentz (j×B). La dynamo solaire est donc de´finie par
plusieurs interactions. Le de´fi est de trouver comment re´ge´ne´rer le champ magne´tique a`
l’aide d’un fluide conducteur en mouvement tout en contrant la dissipation ohmique cause´e
par la re´sistance du plasma. C’est l’une des principales questions auxquelles les physiciens
solaires se sont attele´s. Mais meˆme avec les super-ordinateurs actuels, les conditions au sein
du Soleil varient sur tant d’e´chelles spatiales et temporelles qu’il est encore tre`s difficile
d’avoir des simulations nume´riques de´crivant bien ces conditions.
Le point de de´part a` la description mathe´matique de l’inte´rieur du Soleil commence
avec les e´quations de Maxwell. C’est ainsi que l’on trouve l’e´quation d’induction (pour
plus de de´tails voir Davidson [2001][§2.6]) :
∂B
∂t
= ∇× (u×B − η∇×B) , (1.2)
ou` η = 1/µ0σ [m2s−1] est la diffusivite´ magne´tique. Le premier terme au cote´ droit de
l’e´quation (1.2) repre´sente l’induction due aux mouvement de fluides agissant sur le champ
magne´tique tandis que le deuxie`me terme repre´sente la dissipation ohmique. Le terme
u×B peut agir, dans certaines situations, comme un terme source pour le champ, tandis
que le terme dissipatif de´truit B. Dans sa forme simplifie´e, le proble`me de la dynamo
consiste a` trouver ou` produire un e´coulement u qui est en mesure de combattre la dissipa-
tion ohmique tout en e´tant capable de construire un champ ayant les caracte´ristiques du
Soleil. Cette question peut paraˆıtre simple, mais il aura fallu plusieurs dizaines d’anne´es
pour y re´pondre. En fait, on re´ussissait plutoˆt a` de´montrer le contraire, c’est-a`-dire des
e´coulements qui ne pouvaient pas re´ge´ne´rer le champ magne´tique. Un exemple connu a
e´te´ trouve´ par Cowling en 1933 graˆce a` son the´ore`me anti dynamo [Cowling, 1933]. Il a
su de´montrer qu’un e´coulement axisyme´trique ne pouvait pas soutenir un effet dynamo
axisyme´trique, ce qui e´tait d’ailleurs proble´matique puisqu’a` l’e´poque on croyait que toute
l’action dynamo e´tait due a` la rotation diffe´rentielle, qui est axisyme´trique.
L’e´quation d’induction (eq. 1.2) n’est e´videmment pas la seule a` de´crire l’inte´rieur du
Soleil. En se plac¸ant dans un re´fe´rentiel tournant a` vitesse angulaire Ω et en absorbant
la force centrifuge dans le gradient de pression, on peut de´finir l’ensemble des e´quations
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MHD (excluant l’e´quation d’induction) :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0 , (1.3)
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −1
ρ
∇p+ g + 2u×Ω + 1
µ0ρ
(∇×B)×B + 1
ρ
∇ · τ , (1.4)
∂e
∂t
+ (u · ∇)e+ (γ − 1)e∇ · u = 1
ρ
[∇ · ((χ+ χr)∇T )] + φν + φB . (1.5)
Tout d’abord nous avons l’e´quation (1.3), qui repre´sente la conservation de la masse et
ou` ρ est de´fini comme la densite´. Ensuite, l’e´quation de Navier-Stokes additionne´e de
la force de Lorentz (eq. 1.4) de´crit l’e´volution de l’e´coulement u a` l’inte´rieur de la zone
convective. Les quantite´s p, g et τ repre´sentent la pression, la gravite´ et le tenseur de stress
visqueux. Les deux termes au membre de gauche repre´sentent la de´rive´e lagrangienne de
u ; ils de´finissent le taux de variation de u en suivant un e´le´ment de fluide en mouvement.
Au terme de droite, on retrouve en ordre : le gradient de pression, la gravite´, le terme
de force de Coriolis, la force de Lorentz et finalement le terme de dissipation visqueuse
[Davidson, 2001, §3.1.2]. L’e´quation (1.5) repre´sente le bilan d’e´nergie e de l’e´coulement
entrant et sortant d’un volume V par unite´ de masse. Les deux premiers termes au membre
de gauche repre´sentent de la meˆme fac¸on que dans l’e´quation (1.4) la de´rive´e lagrangienne
de e. Le troisie`me terme de gauche repre´sente le travail fait par (contre) la pression en
dilatant (compressant) l’e´le´ment de volume ou` γ = cp/cv est le rapport des chaleurs
spe´cifiques. Le terme (χ+χr)∇T repre´sente le flux de chaleur entrant (sortant) de l’e´le´ment
de volume avec χ et χr de´fini comme les coefficients de conductivite´ thermique et radiative
en JK−1m−1s−1. Finalement φν repre´sente la dissipation visqueuse et φB 2 repre´sente la
dissipation du courant e´lectrique dans un conducteur imparfait.
Additionne´es a` ces e´quations, on retrouve les contraintes suivantes :
∇ ·B = 0 , (1.6)
p = f(ρ, T, ...) , (1.7)
ou` la solution du champ magne´tique doit respecter en tout temps l’e´quation (1.6) et ou`
2Pour voir quelles formes prennent ces deux fonctions, voir [Charbonneau, 2012, §1.2.5 et 1.6].
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l’e´quation d’e´tat (1.7) relie la pression aux quantite´s telles que la densite´, la tempe´rature,
la composition chimique, etc. Dans la plus part des mode`les globaux, on utilise l’e´quation
des gaz parfaits.
Avec les e´quations (1.2-1.7), il semble que nous ayons tout en main pour construire un
mode`le re´aliste de l’inte´rieur solaire, mais cela n’est pas aussi simple. Ces e´quations, en plus
d’eˆtre couple´es, sont hautement non-line´aires. Pour ces raisons, les mode`les nume´riques
re´solvant cet ensemble d’e´quations n’ont vu le jour qu’assez re´cemment avec l’arrive´e des
super-calculateurs (voir par exemple : Brown et al. [2010, 2011]; Browning et al. [2006];
Ka¨pyla¨ et al. [2010], ghizaru2010 et re´fe´rences s’y trouvant).
1.3 Mode`le de champ moyen
Pour ces raisons, historiquement, on utilise des mode`les solaires plus simples. C’est
avec Parker, en 1955 [Parker, 1955], environ 20 ans apre`s que Cowling ait de´montre´ son
the´ore`me, qu’une solution fut trouve´e au proble`me de l’e´coulement axisyme´trique. Sa pro-
position e´tait que le bris de syme´trie proviendrait de la force de Coriolis, qui donnerait une
torsion au champ magne´tique et aux e´le´ments de fluides s’e´levant dans la zone convective.
C’est la naissance de l’e´lectrodynamique de champ moyen, c’est-a`-dire les tous premiers
mode`les de la dynamo solaire.
Figure 1.6: Repre´sentation sche´matique de la cre´ation de la composante toro¨ıdale a` l’aide
d’un champ magne´tique polo¨ıdal duˆ au cisaillement par la rotation diffe´rentielle. Source :
http://cseligman.com/text/sun/suncycle.jpg
Dans un mode`le de champ moyen, on se´pare le champ en une composante toro¨ıdale (φ)
et polo¨ıdale (r, θ). Ainsi, on peut voir la dynamo solaire comme un cycle : on doit re´ge´ne´rer,
a` partir de l’e´coulement, la composante du champ polo¨ıdale a` l’aide de la composante
toro¨ıdale et vice-versa. Le me´canisme cre´ant la composante toro¨ıdale a` partir d’un champ
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polo¨ıdal e´tait assez bien connu, meˆme a` l’e´poque de Larmor ; on le nomme l’effet-Ω. Cet
effet est duˆ a` la rotation diffe´rentielle ; puisque les lignes de champs sont gele´es dans le
plasma et que l’e´quateur tourne plus vite que les poˆles, on se retrouve avec un cisaillement
et produisant ainsi la composante toro¨ıdale (Fig. 1.6). Le me´canisme inverse de´couvert par
Parker est loin d’eˆtre aussi bien compris. On le nomme l’effet-α et il est a` l’origine de la
re´ge´ne´ration du champ magne´tique polo¨ıdal a` l’aide de la composante toro¨ıdale. L’ide´e de
Parker e´tait que les tourbillons convectifs, cre´e´s a` la base de la zone convective, avaient un
sens pre´fe´rentiel de torsion cause´s par la pre´sence de la force de Coriolis, comme c’est le cas
pour les cyclones sur Terre. Puisqu’a` cet endroit, il est assez bien admis qu’il y a pre´sence
d’un fort champ magne´tique toro¨ıdal et dans la limite de la MHD ide´ale, cela re´sulte en une
torsion de la composante toro¨ıdale, qui me`nera a` la cre´ation de la composante polo¨ıdale
(Fig. 1.7). Il s’agit d’un effet statistique, au sens ou` chaque tourbillon peut eˆtre plus ou
moins « tordu » mais ou` globalement, il y aura une nette contribution a` la composante
polo¨ıdale.
Figure 1.7: A) Repre´sentation du champ magne´tique toro¨ıdal se faisant tordre par un
cyclone turbulent et cre´ant ainsi la composante polo¨ıdale [Stix, 2001]. B) Visualisation
locale d’un tourbillon ou` η pointe dans la direction toro¨ıdale (φ) et [ζ, ξ] dans un plan
me´ridional [Parker, 1955].
Le concept fondamental derrie`re les mode`les dynamo de champ moyen est la se´paration
d’e´chelle. L’ide´e principale de ce de´veloppement est de se de´barrasser des petites e´chelles
car elles sont difficiles a` ge´rer tant au niveau the´orique que nume´rique. On voudra donc
trouver une nouvelle forme a` l’e´quation d’induction (eq. 1.2) qui ne fera intervenir que des
quantite´s a` grande e´chelle.
On se´pare tout d’abord l’e´coulement et le champ magne´tique en un champ moyen et
en une partie fluctuante. Il faut ensuite trouver un ope´rateur de moyenne qui peut eˆtre
de´fini de plusieurs fac¸ons (temporellement, spatialement, etc.). De manie`re ge´ne´rale, on
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de´finit l’ope´rateur de moyenne comme :
〈A〉 = 1
λ3
∫
V
Adx . (1.8)
Dans le cas de la dynamo solaire, en faisant une moyenne longitudinale (direction φ), on
se retrouve avec un e´coulement et un champ magne´tique qui de´pendent de r, θ et de t
seulement. Ainsi, nous pouvons rede´finir le champ magne´tique et l’e´coulement comme :
u(r, θ, φ, t) = 〈u〉(r, θ, t) + u′(r, θ, φ, t) , (1.9)
et
B(r, θ, φ, t) = 〈B〉(r, θ, t) +B′(r, θ, φ, t) . (1.10)
Les quantite´s 〈u〉 et 〈B〉 sont des champs moyenne´s longitudinalement variant sur une
longueur caracte´ristique L, tandis que u′ et b′ varient sur une longueur caracte´ristique
beaucoup plus petite (`), et sont de´finies comme e´tant la partie fluctuante des champs.
Cette se´paration de champ est justifie´e dans le cas ou` le moyennage est fait sur une longueur
interme´diaire caracte´ristique λ respectant l’ine´galite´ suivante :
` λ L . (1.11)
En remplac¸ant les expressions (1.9) et (1.10) dans l’e´quation (1.2), on obtient une e´quation
d’induction sous la forme qui suit :
∂〈B〉
∂t
= ∇× (〈u〉 × 〈B〉 − η∇× 〈B〉) +∇× E , (1.12)
avec E = 〈u′ ×B′〉 qui repre´sente la force e´lectromotrice moyenne induite par les parties
fluctuantes de l’e´coulement et du champ magne´tique. Ainsi, l’e´quation ne de´pend de´sormais
plus que des quantite´s a` grande e´chelle, sauf dans le cas de la force e´lectromotrice. Il est
important de noter que si la moyenne des quantite´s turbulentes (〈u′〉 = 0 et 〈B′〉 = 0) est
nulle, ceci n’implique pas ne´cessairement que le produit de quantite´s turbulents s’anulle
e´galement (〈u′ × B′〉 6= 0). En effet, dans le Soleil, il se trouve que la rotation et la
stratification brisent l’home´ge´ne´ite´ et la syme´trie de re´flection des e´coulements turbulents.
Puisque le but de cette se´paration est de se de´barrasser des quantite´s fluctuantes afin de
re´soudre le champ magne´tique moyen, on doit trouver une forme pour E de manie`re a`
fermer l’e´quation (1.12). On rede´finit donc la force e´lectromotrice comme (pour plus de
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de´tail voir §2.2.1) :
Ei = αij〈Bj〉 , (1.13)
ou`, de manie`re explicite :

Er
Eθ
Eφ
 =

αrr αrθ αrφ
αθr αθθ αθφ
αφr αφθ αφφ
 ·

〈Br〉
〈Bθ〉
〈Bφ〉
 ,
ou` αij est un tenseur de deuxie`me ordre 3 × 3 connu sous le nom de tenseur-α. L’ide´e
de Parker est que la statistique de l’e´coulement turbulent cause´ par la convection est
de´crite par le tenseur-α. Ainsi, le tenseur peut de´pendre de 〈u〉, de u′ et de η, mais pas de
〈B〉. L’e´quation (1.12) devient alors ferme´e puisque dans ce type de mode`le, l’e´coulement a`
grande e´chelle 〈u〉 est pose´ et fixe dans le temps ; on utilise un profil analytique de rotation
diffe´rentielle et de circulation me´ridienne.
De plus, en introduisant la de´finition de la force e´lectromotrice (eq. 1.13) a` l’e´quation
(1.12), on se retrouve avec une e´quation diffe´rentielle partielle (EDP) line´aire. Dans ce
genre d’e´quation, lorsque les coe´fficients de l’EDP ne de´pendent pas explicitement du
temps (ce qui est le cas pour l’e´quation 1.12), il est possible de trouver une solution de
type valeurs propres :
B(~x, t) = b(~x)eλt , (1.14)
avec
λ = σ + iω , (1.15)
et ou b est de´fini comme l’amplitude et est ge´ne´ralement complexe. On trouve que σ
repre´sente le taux de croissance de la solution et ω repre´sente la fre´quence d’oscillation.
On nomme sous-critique une solution pour laquelle σ < 0, super-critique une solution pour
laquelle σ > 0 et nombre dynamo critique une solution pour laquelle l’intenste´ des termes
sources dans l’e´quation d’induction est telle que σ = 0.
La proble´matique de ce genre de mode`les est le fait que certaines quantite´s utilise´es
comme entre´es dans le mode`le ne sont pas bien connues. Par exemple, le contraste de
diffusivite´ magne´tique entre la zone convective et la zone radiative (∆η) est utilise´ comme
parame`tre libre (pour plus de de´tails sur le profil de diffusivite´, voir §2.2.3). De plus, bien
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que la solution avance´e par Parker pour la re´ge´ne´ration de la composante polo¨ıdale du
champ semble justifie´e, il n’en reste pas moins qu’il faille trouver une forme analytique au
tenseur-α.
1.3.1 Historique des mode`les de champ moyen
Les premiers mode`les de´veloppe´s par Parker en 1955 utilisaient un profil de vitesse pu-
rement toro¨ıdal. A` ce moment, on croyait que le Soleil tournait en rotation solide sur des
cylindres concentriques. De plus, pour fin de simplicite´, on n’utilisait que la composante
αφφ avec un profil ∝ cos θ qui est positif (ne´gatif) dans l’he´misphe`re Nord (Sud), comme
le sugge`re le terme de force de Coriolis. Ces mode`les [Deinzer & Stix, 1971; Ko¨hler, 1973;
Steenbeck & Krause, 1969; Stix, 1976] eurent beaucoup de succe`s puisqu’ils pouvaient re-
produire plusieurs caracte´ristiques du cycle solaire, notamment la propagation e´quatoriale
du champ magne´tique concentre´ a` basse latitude. Ce n’est que vers la fin du XXe sie`cle que
les mesures de l’he´liosismologie devinrent assez pre´cises [Schou et al., 1998] pour re´ve´ler
un profil de rotation diffe´rentielle bien diffe´rent, pre´sentant un cisaillement principalement
latitudinal dans la zone convective et radial a` sa base (Fig. 1.4). Ce nouveau profil combine´
au profil de α eut comme effet majeur de changer la direction de propagation du cycle
vers les poˆles. Pour mieux correspondre aux observations, on modifia par la suite le profil
de α, qui restait ∝ cos θ mais qui devenait maximal aux hautes latitudes. Cette nouvelle
modification conduisit a` la production d’un cycle magne´tique se propageant vers l’e´qua-
teur mais situe´ a` de plus hautes latitudes, la` ou` aucune tache solaire n’a e´te´ observe´e.
Il est toutefois possible de reme´dier a` ce proble`me en ajoutant un profil de circulation
me´ridienne au mode`le.
La Figure 1.8 illustre le champ magne´tique ge´ne´re´ par un profil de α ∝ cos θ sans
circulation me´ridienne. On peut voir dans cette figure l’e´volution temporelle en fonction
de la latitude de la composante toro¨ıdale du champ magne´tique mesure´ en Gauss au centre
de la zone convective (r/R = 0.85). Le rouge repre´sente le champ allant dans le meˆme sens
que la rotation et le bleu illustre le champ allant dans le sens contraire. On remarque une
propagation e´quatoriale du champ situe´ aux mi-latitudes. Comme mentionne´ plus haut,
on sait que le champ est concentre´ a` de trop hautes latitudes puisqu’aucune tache n’est
observe´e dans cette bande.
Outre l’inclusion d’une circulation me´ridienne et d’une rotation diffe´rentielle de plus
en plus solaire, il reste que tous les mode`les discute´s plus haut utilisent un profil spatial
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tre`s simples d’une seule des composantes du tenseur-α. Plusieurs tentatives ont e´te´ faites,
tant au niveau the´orique que nume´rique, pour trouver cette de´pendance spatiale a` l’effet-
α [Brandenburg et al., 1990; Ossendrijver et al., 2001; Ruediger & Kichatinov, 1993].
Ces e´tudes ont montre´ que dans le cas d’un α scalaire 3, le profil est antisyme´trique par
rapport a` l’e´quateur, positif (ne´gatif) dans l’he´misphe`re Nord (Sud) sauf au bas de la zone
convective ou` l’on peut voir un changement de signe. Plusieurs autres recherches ont e´te´
faites pour trouver un profil aux autres composantes du tenseur, comprendre quels roˆles
elles peuvent jouer et quelles sont leur importance dans la dynamo solaire [Ka¨pyla¨ et al.,
2006a,b; Pouquet et al., 1976]. Encore aujourd’hui, la de´pendance spatiale de ce tenseur
est difficile, voire impossible a` calculer a` partir de principes premiers.
Figure 1.8: Diagrammes papillons de la composante toro¨ıdale de 〈B〉 en latitude-temps a`
r/R=0.85 avec αφφ ∝ cos θ.
Nous utiliserons ici un mode`le de type champ moyen de´veloppe´ par Charbonneau &
MacGregor [1997] en 1997. Ce mode`le solutionne l’e´quation (1.12) sous sa forme polo¨ıdale-
toro¨ıdale (voir §2.2.3 eq. 2.11-2.12) et trouve les composantes polo¨ıdale et toro¨ıdale du
champ magne´tique a` grande e´chelle de´pendantes du temps. Les caracte´ristiques du mode`le
utilise´ sont de´crites en de´tails a` la section 2.2.3. De plus, on explique a` la section 2.2.2
comment est extrait d’une simulation nume´rique MHD de la convection solaire un tenseur-
α.
1.4 Le mode`le global
Les mode`les de champ moyen ge´ne`rent typiquement des champs magne´tiques axisyme´-
triques qui concordent bien avec les observations solaires. Toutefois, ces mode`les sont tre`s
simples et posse`dent plusieurs parame`tres libres. Pour cette raison, une nouvelle classe de
3 Un α scalaire re´fe`re a` l’utilisation de la composante αφφ uniquement
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mode`le a pu voir le jour graˆce au de´veloppement de la puissance de calcul des ordinateurs :
les mode`les globaux. Ces mode`les solutionnent l’ensemble complet des e´quations MHD (eq.
1.2-1.5). Contrairement aux mode`les de champ moyen qui re´solvent uniquement le champ
magne´tique a` grande e´chelle (eq. 1.12), les mode`les globaux solutionnent non seulement le
champ magne´tique, mais peuvent e´galement re´soudre l’e´coulement, la tempe´rature ainsi
que la pression a` toutes les e´chelles spatio-temporelles re´solvables. Ils ont vu le jour dans
les anne´es 1980 avec P. Gilman [Gilman, 1983; Gilman & Miller, 1986] et G. Glatzmaier
[Glatzmaier, 1985] dans des re´gimes moyennement turbulents et tre`s dissipatifs. Ce n’est
que depuis la dernie`re de´cennie que ces mode`les peuvent explorer des re´gimes de haute
turbulence. Bien que les mode`les globaux soient tre`s complets, la production d’un champ
magne´tique organise´ aux grandes e´chelles n’est pas facile a` obtenir (Brun et al. [2004] par
exemple). Le premier mode`le global ayant re´ussi a` ge´ne´rer ce type de champs et produisant
des inversions de polarite´s re´gulie`res est la simulation de Ghizaru et al. [2010]. Nous discu-
terons dans cette section des diffe´rentes caracte´ristiques (§1.4.1) et des re´sultats ge´ne´raux
(§1.4.2) de ce mode`le en particulier.
1.4.1 Caracte´ristiques
Ce mode`le, de´veloppe´ par les membres du Groupe de Recherche en Physique Solaire
(GRPS) de l’Universite´ de Montre´al en collaboration avec le National Center for Atmos-
pheric Research (NCAR), utilise le code hydrodynamique EULAG [Prusa et al., 2008;
Smolarkiewicz & Szmelter, 2009], modifie´ de fac¸on a` eˆtre en re´gime MHD [Ghizaru et al.,
2010]. Ce mode`le solutionne entre autres le champ magne´tique et l’e´coulement a` l’in-
te´rieur de la zone convective dans une coquille stratifie´e gravitationnellement allant de
0.6R a` 0.96R et tournant a` vitesse angulaire solaire Ω = 2.69 × 10−6 rad s−1. Dans
ce mode`le, la version ane´lastique des e´quations MHD [Racine et al., 2011, eq. 1-3] est
re´solue dans un re´gime assez turbulent sur un maillage ayant une faible re´solution, soit
Nr×Nθ×Nφ = 47×64×128. Cette basse re´solution permet d’avoir une grande re´solution
temporelle d’environ 6× 106 (quelques centaines d’anne´es terrestres) pas de temps d’une
demi-heure chacun. L’une des caracte´ristiques marquantes de ce mode`le est l’absence de
termes explicites de dissipation ohmique, visqueuse et thermique. Ces termes dissipatifs
sont implicites dans le mode`le et sont de´finis a` l’aide du sche´ma non-oscillatoire d’ad-
vection MPDATA dans le cœur d’EULAG [Smolarkiewicz, 2006]. Pour l’imple´mentation
nume´rique, les e´quations qui sont re´solues dans ce mode`le sont e´crites sous forme de loi de
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conservation eule´rienne et retranscrites dans un syste`me de coordonne´es ge´osphe´riques.
1.4.2 Re´sultats
La Figure 1.9 montre quel type de champ magne´tique le mode`le EULAG-MHD peut
produire. Tout d’abord, puisque ce mode`le solutionne le champ magne´tique B dans les
trois directions spatiales et que chacune de ces composantes peut de´pendre de r, θ et φ, il
devient difficile de visualiser ce champ sur une image. Pour cette raison, et a` des fins de
comparaison, nous ne pre´senterons que la composante Bφ moyenne´e en longitude (〈Bφ〉).
Les Figures 1.9 (A) et (B) expriment une repre´sentation en diagramme latitude-temps
de 〈Bφ〉 a` des rayons de r/R = 0.72 et de r/R = 0.87. Ces diagrammes montrent la pre´sence
d’un cycle dominant d’une demi-pe´riode d’environ 40 ans situe´ aux mi-latitudes. Tout
d’abord, il est important de noter que ce cycle nous de´montre que le code peut construire
des structures magne´tiques a` l’e´chelle du Soleil, ce qui n’est pas trivial dans ce genre de
simulations. Ensuite, ce cycle posse`de plusieurs caracte´ristiques solaires, notamment le fait
qu’il se produit un changement de polarite´ antisyme´trique par rapport a` l’e´quateur et ayant
une pe´riode de l’ordre de grandeur de celle du Soleil. Par contre, le champ magne´tique
produit est situe´ a` de plus hautes latitudes (50◦ au lieu de 15◦) que ce que nous sugge`rent les
observations solaires. Nous constatons aussi la pre´sence d’un second cycle, de plus courte
pe´riode. Ce deuxie`me mode est situe´ a` de plus faibles latitudes et est surtout pre´sent a` des
rayons plus proches de la surface. Les Figures 1.9 (C) et (D) montrent deux diagrammes
rayon-temps a` 30◦ et 70◦ ou` l’on peut voir une nette accumulation du champ au bas de
la zone convective, ainsi que l’e´mergence du deuxie`me mode en surface a` la Figure (C).
Le champ magne´tique toro¨ıdal re´sultant de cette simulation est donc a` plusieurs e´gards
cohe´rent avec les observations solaires. Finalement, il est important de mentionner que les
patrons de rotations diffe´rentielles et d’oscillations torsionelles obtenues pre´sentent aussi
plusieurs caracte´ristiques solaires [Racine et al., 2011][Fig. 3].
Un autre re´sultat important produit par cette simulation, cette fois publie´ par Ra-
cine et al. [2011], est l’extraction d’un tenseur-α a` partir du champ magne´tique et de
l’e´coulement a` petite e´chelle (pour plus de de´tails, voir §2.2.2). Le re´sultat est pre´sente´
a` la Figure 2.1 ou` chaque coupe me´ridionale repre´sente une composante du tenseur. La
structure 3× 3 des sous-figures repre´sente chacune des composantes puisque le tenseur-α
dans sa forme comple`te est de dimension 3× 3. Les composantes sont repre´sente´es sur un
demi-cercle dont le centre est vide e´tant donne´ que les limites de la simulation vont de
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0.6R a` 0.96R. Le tenseur est inde´pendant de φ et du temps. Il est a` noter que chacune
des composantes est du meˆme ordre de grandeur, les composantes dominantes e´tant αrr
et αφφ, toutes deux antisyme´triques par rapport a` l’e´quateur. L’e´le´ment αrr est spatia-
lement tre`s complexe tandis que αφφ est beaucoup plus homoge`ne, positif (ne´gatif) dans
l’he´misphe`re Nord (Sud) et maximal aux hautes latitudes.
1.5 Du mode`le global au mode`le de champ moyen
Plusieurs raisons peuvent justifier l’utilisation d’un mode`le de champ moyen par rap-
port a` un mode`le gobal. Tout d’abord, il est important de mentionner que, dans un mode`le
global, on re´soud pour toutes les quantite´es physiques importantes ; on solutionne a` toutes
les mailles temporelles, la densite´, la tempe´rature ainsi que la vitesse et le champ magne´-
tique dans toutes les directions spatiales. De plus, on prend en compte la re´troaction du
champ magne´tique sur l’e´coulement. On se retrouve donc avec un grand niveau de com-
plexite´ tant au niveau de la re´solution des e´quations diffe´rentielles partielles couple´es que
sur la quantite´ de donne´es a` traiter. Pour e´tudier le processus dynamo a` grande e´chelle,
il n’est pas ne´cessaire d’avoir autant de de´tails puisque l’on s’inte´resse a` l’aspect global
du champ magne´tique. De plus, il se trouve que les e´coulements a` l’inte´rieur du Soleil
ne varient que tre`s peu sur la dure´e d’un cycle ce qui nous permet d’utiliser des mo-
de`les cine´matiques en bonne approximation. Finalement, les observations montrent que le
champ magne´tique du Soleil est globalement axisyme´trique, ce qui nous permet de faire
une moyenne longitudinale et ainsi diminuer encore la complexite´ des e´quations a` re´soudre.
Ainsi, bien que le code EULAG-MHD reproduit a` bien des e´gards le cycle magne´tique
du Soleil, il demande beaucoup de temps de calcul. Une simulation de 8000 jours solaires
(environ 650 anne´es terrestres) ayant une re´solution de Nr×Nθ×Nφ = 47×64×128 peut
prendre jusqu’a` 40 jours a` rouler sur 128 processeurs. De plus, de´meˆler et comprendre quels
me´canismes jouent des roˆles importants au cœur de la re´ge´ne´ration du champ magne´tique
est loin d’eˆtre simple. Nous avons donc voulu voir quel impact aurait l’insertion du tenseur-
α extrait de la simulation globale dans un mode`le de champ moyen. L’ide´e est d’essayer de
de´meˆler les effets dus, entre autres, a` la force e´lectromotrice, des effets dus a` la dynamique
de l’e´coulement (par exemple la force de Lorentz). Puisque les mode`les de champs moyens
sont simples et ne´cessitent de tre`s courts temps de calcul (< 5 min), il est plus facile
d’analyser les re´sultats et de voir a` quel point on peut reproduire certaines caracte´ristiques
du champ magne´tique provenant de la simulation globale. De plus, il sera possible de voir
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quel effet la syme´trisation du tenseur peut avoir sur la dynamo produite et s’il est possible
de soutenir un effet dynamo sans la pre´sence d’un profil de rotation diffe´rentielle.
1.6 Contributions
Dans cette section, je discuterai de ma contribution a` l’article pre´sente´ a` la section 2.
Ma premie`re taˆche a e´te´ de de´river analytiquement la forme comple`te du tenseur-α (voir
annexe 1 eq. I.1-I.2). J’ai utilise´ cette de´rivation pour ensuite inclure les neuf composantes
dans le mode`le de champ moyen qui, originellement, utilisait un profil analytique de la
composante αφφ seulement. J’ai de´veloppe´ tous les diffe´rents cas de mode`les de champs
moyens pre´sente´s a` la section 2.3 ainsi que les analyses qui y sont associe´es. Toutes les
figures pre´sente´es dans l’article ont e´te´ re´alise´es a` partir de programmes que j’ai entie`-
rement cre´e´s ou que j’ai modifie´s en grande partie. L’analyse et les conclusions ont e´te´
faites par mon directeur Paul Charbonneau et moi-meˆme. Finalement, je suis l’auteure
d’un premier jet de certaines sections de l’article qui ont e´te´ comple´te´es et modifie´es par
P. Charbonneau.
La simulation globale ayant fournie les donne´es nume´riques desquelles a e´te´ extrait le
tenseur-α a e´te´ faite par Mihai Ghizaru, Paul Charbonneau et Piotr K. Smolarkiewicz.
Le calcul du tenseur-α a e´te´ re´alise´ par Ame´lie Bouchat et E´tienne Racine. Le mode`le de
champ moyen utilise´ dans l’article a e´te´ cre´e´ par Paul Charbonneau et Keith MacGregor,
je n’y ai apporte´ que certaines modifications. Finalement, l’article a e´te´ e´crit par Paul
Charbonneau et moi-meˆme.
La section qui suit est l’article soumis dans l’Astrophysical Journal le 18 septembre
2012. J’y pre´sente en de´tails le mode`le de champ moyen utilise´ ainsi que certaines notions
the´oriques qui y sont associe´es, la fac¸on dont le tenseur-α a e´te´ extrait des donne´es de
Racine et al. [2011] et les re´sultats obtenus dans diffe´rentes configurations du tenseur-α.
Il est a` noter que le format de l’article original a e´te´ modifie´ pour satisfaire aux crite`res
de l’Universite´ de Montre´al. Une bre`ve conclusion suivra l’article a` la section 3.
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Figure 1.9: Repre´sentation du champ magne´tique toro¨ıdal en Gauss provenant de la simu-
lation globale EULAG-MHD [Racine et al., 2011] moyenne´ en φ pour diffe´rents rayons et
latitudes. La couleur rouge repre´sente la composante toro¨ıdale pointant dans la meˆme di-
rection que la rotation et inversement pour le bleu. La ligne pointille´e repre´sente l’interface
entre la zone convective et la zone radiative.
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ABSTRACT
We construct a series of kinematic axisymmetric mean-field dynamo models operating in
the αΩ, α2Ω and α2 regimes, all using the full α-tensor extracted from a global mag-
netohydrodynamical simulation of solar convection producing solar-like magnetic cycles
in its large-scale magnetic field. We also include an internal differential rotation profile
produced in a purely hydrodynamical parent simulation of solar convection, and a simple
meridional flow profile described by a single cell per meridional quadrant. An α2Ω mean-
field model, presumably closest to the mode of dynamo action characterizing the MHD
simulation, produces a spatiotemporal evolution of magnetic fields that share some striking
similarities with the zonally-averaged toroidal component extracted from the MHD simu-
lation. Comparison with α2 and αΩ mean-field models operating in the same parameter
regimes indicates that much of the complexity observed in the spatiotemporal evolution
of the large-scale magnetic field in the simulation can be traced to the complexity of the
α-tensor. Oscillating α2 solutions are readily produced, and show some similarities with
the observed solar cycle, including a deep-seated toroidal component concentrated at low
latitudes and migrating equatorward in the course of the solar cycle. Various numerical
experiments performed using the mean-field models reveal that turbulent pumping plays
an important role in setting the global characteristics of the magnetic cycles.
2.1 Introduction
Recent years have witnessed the design of global magnetohydrodynamical (MHD) sim-
ulations of solar convecting layers producing magnetic fields of significant strength orga-
nized on spatial scales commensurate with the solar radius, i.e., the type of large-scale
axisymmetric magnetic field one would associate with the solar eleven year activity cycle
[Brown et al., 2010; Browning et al., 2006; Ghizaru et al., 2010]. Some of these simulations
even exhibit regular magnetic polarity reversals that are solar-like in a number of ways
[Ghizaru et al., 2010], opening a new window into the dynamo process(es) taking place in
the solar interior.
Racine et al. [2011] have carried out a detailed dynamo analysis of one of the Ghizaru
et al. [2010] simulations. Separating the total magnetic field produced by the simula-
tion into a large-scale, slowly varying axisymmetric component and a residual, small-scale
and rapidly varying “turbulent” component, they follow the standard mean-field electro-
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dynamics approach, which consists in developing the longitudinally-averaged turbulent
electromotive force (emf) as a expansion in terms of the mean magnetic field and its spa-
tial derivative. With both the emf and mean-field computable from the simulation output,
they then compute the full α-tensor (first term in the expansion) by a least-square fit of the
emf and mean-field time series at each grid point in the meridional plane of the simulation
domain. All nine components of the α-tensor so computed turn out to have comparable
magnitude, indicating that turbulent pumping is an important transport agent for the
mean magnetic field. Many of these findings are in agreement with earlier α-tensor mea-
surements in local MHD simulations with an externally applied large-scale magnetic field
[Ka¨pyla¨ et al., 2006a].
One particularly remarkable result obtained by Racine et al. [2011] is the demonstration
that the αφφ tensor component, a critical player in regenerating the poloidal magnetic com-
ponent in classical mean-field dynamo models, can be very well represented in terms of the
zonally-averaged kinetic helicity of the convective flow, a result expected to hold only for
nearly isotropic, nearly homogeneous turbulence unaffected by the magnetic field. Yet in
the simulation analyzed, convective turbulence is strongly inhomogeneous and anisotropic,
and the magnetic energy density reaches a significant fraction of the kinetic energy den-
sity. Racine et al. [2011] could also show that the turbulent emf has a magnitude similar
to induction by large-scale flows even for the toroidal magnetic component, suggesting
that the simulation operates as what is known in mean-field theory as an α2Ω dynamo.
Interestingly, these two inductive effects were found to oppose each other in the bulk of
the convection zone, an unexpected situation but one that had been observed before in
the global numerical simulations of Brown et al. [2010, 2011]
Racine et al. [2011] also analyzed separately the “minimum” and “maximum” phases
of the magnetic cycles, obtaining almost identical α-tensors, from which they concluded
that the α-effect is not being quenched significantly by the Lorentz force. Parallel analyses
of a similar simulation by Passos et al. [2012] and Beaudoin et al. [2012] suggest instead
that the saturation of the dynamo occurs through magnetically-mediated alterations of the
large-scale flows developing in the simulation. In particular, Beaudoin et al. [2012] argue
that magnetic energy is first channeled into the meridional flow, which in turn drives
torsional oscillations that are resisted by the mean-magnetic field. While this scenario
must be substantiated by further analyses, it certainly exemplifies the complexity of the
flow-field interaction taking place in these simulations.
One very interesting question that immediately arises is: are such dynamical effects
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only a means of saturating the magnetic cycle amplitude, or are they essential to the
dynamo process per se? We attempt to answer this question here by carrying out con-
ventional kinematic mean-field dynamo calculations using the full α-tensor extracted from
the aforementioned global MHD simulations. Because we restrict ourself to the kinematic
regime, any magnetic backreaction on large-scale flows is de facto excluded. Comparing
the properties and evolution of large-scale magnetic fields produced by such mean-field dy-
namo calculations with their counterparts directly extracted from the simulation offers the
hope to disentangle aspects of large-scale dynamo action in the simulation associated with
the complexity of turbulent induction, from those associated with magnetic backreaction
on large-scale flows.
Accordingly, the remainder of this paper is organized as follows; we first (§2) briefly
recall the formulation of the axisymmetric mean-fied dynamo model, and give an overview
of some of the salient features of the α-tensor to be introduced therein, as extracted
from the simulation output. In §3 we present a series of axisymmetric dynamo models,
progressively more complex in that each incorporates more elements of the full α-tensor,
comparing the results along the way to the zonally-averaged magnetic field produced by
a MHD simulation of the type presented in Ghizaru et al. [2010]. Then, we focus on
two specific but interesting related issues, the first being the importance of turbulent
pumping, the other the possibility to produce cyclic solutions even in the absence of
differential rotation. We conclude in §4 with a critical discussion of our mean-field results,
and what they reveal regarding the mode of dynamo action and saturation in the global
MHD simulations of Ghizaru et al. [2010], and perhaps also in the Sun and other solar-type
stars.
2.2 Mean-field analysis and dynamo model
2.2.1 Mean-field electrodynamics and the α-effect
In the solar/stellar dynamo context, the starting point of mean-field electrodynamics is
the assumption that the magnetic field (B) and flow (u) can be separated into a spatially
large-scale, slowly varying mean component, and a small-scale, rapidly varying fluctuating
component:
u = 〈u〉+ u′, B = 〈B〉+B′ , (2.1)
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where the prime quantities represent the fluctuating part and the brackets 〈〉 denote an
intermediate averaging scale over which the fluctuating part vanishes, i.e., 〈u′〉 = 0 and
〈B′〉 = 0 (see, e.g., Moffatt [1978] p.147 for details). Inserting eq. (2.1) into the magneto-
hydrodynamical induction equation and applying this averaging operator yields:
∂〈B〉
∂t
= ∇× (〈u〉 × 〈B〉+ E) + η∇2〈B〉 , (2.2)
where
E = 〈u′ ×B′〉 , (2.3)
is the mean emf due to the fluctuation of the flow and the magnetic field, and η = 1/µ0σe
is the magnetic diffusivity. The next step is to express this emf as a Taylor series-type
development in terms of the mean magnetic component. Because we are working here
with vector fields, such a development is written as:
Ei = αij〈Bj〉+ βijk ∂〈Bj〉
∂xk
+ higher order derivatives , (2.4)
where the tensors (αij and βijk) appearing in this expression are assumed to depend only
on the statistical properties of the small-scale flow and field (see, e.g., Krause & Raedler
[1980], Chap. 5).
The second term in the expansion embodies (among other effects) the destructive action
of turbulent diffusion on the mean magnetic field. The first term in this series involves a
rank-2 tensor usually named the α-effect, and can act as a source term for the mean-field.
This α-tensor can be decomposed into its symmetrical and antisymmetrical contributions,
according to:
Ei = aij〈Bj〉+ (γ × 〈B〉)i , (2.5)
where
aij =
1
2
(αij + αji) , (2.6)
and
γi = −12εijkαjk . (2.7)
This latter antisymmetric contribution takes the form of a non-solenoidal “flow” known as
general turbulent pumping, adding to the large-scale flow 〈u〉 in eq. (2.2) and effectively
acting as an advective transport agent for the mean-magnetic field. The off-diagonal
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components of the symmetric aij tensor embody the part of turbulent pumping which
depends specifically on the orientation of the large-scale magnetic field (see Ossendrijver
et al. [2002] for further details). For the α-tensor extracted by Racine et al. [2011], this
component-dependent pumping has a magnitude comparable to the general pumping ve-
locity associated with the antisymmetric part of the full α-tensor (cf. upper and lower
diagonal plots on Fig. 9 in Racine et al. [2011]).
2.2.2 Extracting the α-tensor
The next step in mean-field dynamo modelling is usually to calculate the form of the
α and β tensors using an appropriate statistical turbulence model for the small-scale flow
and field. Here, we instead use the procedure presented in Racine et al. [2011] to extract
the α-tensor component from global MHD simulations of solar convection of the type
described in Ghizaru et al. [2010]. These simulations produce axisymmetric large-scale
magnetic fields undergoing regular polarity reversals in a manner analogous in many ways
to the solar large-scale magnetic field.
The starting point of the Racine et al. [2011] analysis is to define the averaging operator
in eq. (2.1) as a zonal average, so that the mean magnetic field and flow are just the
axisymmetric components of the total field and flow returned by the simulation, with the
remainder defining the small-scale contributions. Racine et al. [2011] showed that this
axisymmetry-based definition does satisfy the required separation of spatial and temporal
scales to a reasonable degree. Thus knowing u′(r, θ, φ, t) and B′(r, θ, φ, t), the next step
is to directly compute the emf via eq. (2.3), and then to fit, at every grid point (r, θ) in
the simulation’s meridional plane, each component of this emf to the mean magnetic field
〈B〉:
Ei(r, θ, t) = αij(r, θ)〈Bj〉(r, θ, t) , (2.8)
spherical polar coordinates (r, θ, φ) being used throughout. Note that this explicitly as-
sumes that all cyclic dependency in the emf arises only from the cyclicity of the mean
magnetic field, and that the αij should not depend on 〈Bj〉. Racine et al. [2011] carried
out this (overdetermined) fitting problem using Singular Value Decomposition, and could
show that the resulting fit yields a residual showing no sign of cyclic behavior. The results
of this procedure are shown on Figure 2.1. The nine meridional slices are organized in a
3× 3 matrix reflecting the nine components of the α-tensor. Note already that the tensor
is full, with the off-diagonal components being roughly of the same order of magnitude as
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the diagonal components, and shows no particular symmetry about the diagonal.
Figure 2.1: The nine component of the α-tensor in a meridional plane in [m s−1] extracted
from the global simulation of Racine et al. [2011]. The dashed-line represents the core-
envelope interface, located at 0.718R. The analysis is based on a 337 yr simulation
segment, spanning 5 full magnetic cycles.
The largest amplitudes are observed in the αrr and αφφ components. The former peaks
in the subsurface layers and at low latitudes, where it shows multiple sign changes with
latitude and depth. The latter is much smoother, peaking at high latitudes and being posi-
tive (negative) in the northern (southern) hemisphere, except at the base of the convecting
layers where it undergoes a sign change at all but equatorial latitudes. Racine et al. [2011]
showed that the spatial profile of this αφφ component closely resembles the kinetic helicity
profile (see their Fig. 15), as one might have expected from mildly anisotropic and mildy
inhomogeneous turbulence in a stratified rotating thick fluid shell. This is somewhat sur-
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prising, given that the assumptions of mild anisotropy and inhomogeneity are not realized
in this simulation. Below the core-envelope interface (r/R = 0.718, dashed circular arcs
on Fig. 2.1), the emf is very small, and therefore the fitting procedure becomes ill-behaved.
For all dynamo models discussed further below, all tensor components have been set to
zero below this depth.
2.2.3 A kinematic mean-field α2Ω dynamo model
With the α-tensor in hand, the next step is to incorporate it in a mean-field dynamo
model. In what follows we restrict ourselves to the kinematic regime, in which all large-
scale flows are considered given, and solve the axisymmetric form of the so-called α2Ω
mean-field dynamo equations. Working in spherical polar coordinates (r, θ, φ), the large-
scale magnetic field and flow are expressed as:
〈B〉(r, θ, t) = ∇× (A(r, θ, t)eˆφ) +B(r, θ, t)eˆφ , (2.9)
and
〈u〉(r, θ) = up(r, θ) +$Ω(r, θ)eˆφ , (2.10)
where ∇ × (Aeˆφ) and B define respectively the poloidal and the toroidal magnetic field
components, up is the large-scale flow component in the meridional (eˆr,eˆθ) plane, Ω(r, θ)
the rotational angular velocity, and $ = r sin θ. Inserting eq. (2.9) and (2.10) into eq.
(2.2) allows a separation into two evolution equations for toroidal vector potential and
magnetic field, in the form:
∂A
∂t
= η
(
∇2 − 1
$2
)
A− Rm
$
up · ∇($A) + CαEφ , (2.11)
∂B
∂t
= η
(
∇2 − 1
$2
)
B +
1
$2
dη
dr
∂($B)
∂r
−Rm$∇ ·
(
B
$
up
)
+ CΩ$(∇×Aeˆφ) · (∇Ω) + Cα∇× [Ereˆr + Eθeˆθ] ,
(2.12)
where it was further assumed that the magnetic diffusivity η varies only with radius. The
complete development of the two emf contributions in terms of A and B is given in the
Appendix. The above expressions have been cast in non-dimensional form, by expressing
all lengths in units of the solar radius R and time in units of the diffusion time R2/η0.
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This has lead to the appearance of three dimensionless quantities:
Cα =
α0R
η0
, CΩ =
Ω0R2
η0
, Rm =
u0R
η0
, (2.13)
where α0, η0, Ω0 and u0 represent typical values of the corresponding unsubscripted quan-
tities. The three above dimensionless numbers are the primary control parameters of the
model; Cα measures the overall amplitude of the α-effect, CΩ the magnitude of differential
rotation, the magnetic Reynolds number Rm measures the relative importance of advec-
tion by the meridional circulation versus the diffusive transport of the mean magnetic field,
and η0 is a representative value for the (turbulent) magnetic diffusivity in the convecting
layers.
Because Racine et al. [2011] did not extract the β-tensor from the simulation output,
here we use a simple, scalar magnetic diffusivity profile parametrized as:
η(r)
η0
= ∆η−1 +
1−∆η−1
2
(
1 + erf
(
r − rc
w
))
. (2.14)
Here ∆η = η0/ηc (≥ 1) is the ratio between the envelope (turbulent) diffusivity (η0)
and the core diffusivity (ηc), rc/R = 0.718 coincides with the core-envolope interface,
and w/R = 0.025 is the half-width of the transition layer between core and envelope.
The adopted value for the reference diffusivity η0 being used to adimensionalize time in
the model, its numerical value effectively sets the time scale of the dynamo solutions
constructed in what follows. In anticipation of comparison with the results from the MHD
numerical simulations, we set η0 = 6.7 × 1010[cm2/sec], which will produce cycle periods
of the same order of magnitude as observed in the simulations. This value is actually
reasonable from the point of view of conventional estimates obtained through mean-field
theory, which can yield values anywhere in the range 1011–1013 cm2/sec for the bulk of the
convection zone.
For the azimuthal flow, we use the temporally-averaged differential rotation extracted
from a hydrodynamical simulation of solar convection, similar in overall numerical setup
and forcing regime to the MHD simulation analyzed by Racine et al. [2011]. This profile is
solar-like in many ways, and, in particular, includes a thin tachocline-like rotational shear
layer immediately beneath the core-envelope interface (see Fig. 2.2). The corresponding
profile in the MHD simulation is characterized by a pole-to-equator angular velocity con-
trast smaller by a factor of about 3, and a less well-defined tachocline at high latitude
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(cf. Fig. 3 and 4 in Racine et al. [2011]). Moreover, it shows torsional oscillations of signif-
icant amplitudes [Beaudoin et al., 2012]; being interested here in constructing kinematic
mean-field models, we therefore opted to use the differential profile extracted from the HD
parent simulation. For our adopted value of η0, the associated dynamo number value is
CΩ ' 2.5× 104.
Figure 2.2: A) Meridional circulation streamlines with the flow poleward at the surface
and equatorward at the core-envelope interface. B) Zonally and temporally (∼ 100 years)
averaged angular velocity in the purely hydrodynamical regime (see Racine et al. [2011]
Fig. 3). The dashed line represents the core-envelop interface.
Unlike differential rotation, the azimuthally-averaged meridional flow in the simulation
of Racine et al. [2011] is weak, time-dependent, and shows structures in equatorial regions
that arise from a break of scale separation underlying the definition of large-scale flow and
field in terms of azimuthal averages. Consequently, in all mean-field solutions reported
upon below we adopted instead the parametric meridional flow profile of van Ballegooijen
& Choudhuri [1988], using the same defining parameters as in the mean-field models
presented in Dikpati & Charbonneau [1999] (see their eq. (5a) to (5f)), with the two
following exceptions: we set the base parameter rb = 0.718, and the polytropic index
m = 1; these choices yield a meridional flow that most closely resembles that extracted
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from the HD simulation of Racine et al. [2011]. More specifically, the depth variations
of the latitudinal flow component at mid-latitude is very well-reproduced across the bulk
(0.76 ≤ r/R ≤ 0.94) of the convective envelope (0.718 ≤ r/R ≤ 0.96) in the Racine et al.
[2011] simulations. With a mean mid-latitude subsurface meridional flow speed of order
∼ 1 m s−1 in the simulation of Racine et al. [2011] and our adopted η0 = 6.7×1010 cm2 s−1,
one gets a Reynolds number Rm ' 100. On the other hand, the ' 15 m s−1 observed on
the solar surface at mid-latitudes would yield Rm ' 1500. In what follows we explore the
parameter range 0 ≤ Rm ≤ 400.
With the large-scale flow fixed in time, as per the kinematic approximation, a nonlinear-
ity must be introduced “by hand” to avoid unbounded growth of the large-scale magnetic
field. All mean-field solutions presented below use a standard algebraic “α-quenching”
expression, where the magnitude of all α-tensor component are quenched according to:
αij =
αij
1 + (Bφ(r, θ, t)/B0)2
, (2.15)
where the scale factor B0 is deemed related to the equipartition field strength. Its value
is set here at 105 G, without any loss of generality. With the α-tensor components having
magnitudes of the order of a few meters per second, our adopted value of η0 then leads to
Cα ' 102.
2.3 Mean-field dynamo models
Mean-field dynamo solutions are computed using the finite element-based numerical
model of Charbonneau et al. [2005], which solves the kinematic axisymmetric dynamo
equations (2.11)–(2.12) in a meridional [r, θ] plane (0 ≤ θ ≤ pi) spanning a radial range
0.5R ≤ r ≤ 1R, with the solution matched to a potential field in the exterior. The
transition between the convection zone and underlying radiative core is set at 0.718R,
to be consistent with the simulation setup of Racine et al. [2011]. All solutions use as
an initial condition a weak toroidal magnetic field including dipolar and quadrupolar
contributions of equal strength. All solutions are computed on a spatial mesh of dimensions
Nr × Nθ = 128 × 96, on which the components of the α-tensor and differential rotation
extracted from the simulation are interpolated by bilinear Lagrangian interpolation in the
[r, θ] plane, with the α-tensor components and rotational shear terms set to zero above
r/R = 0.96, the upper boundary of the simulation analyzed by Racine et al. [2011].
We consider now a progressively more complex series of kinematic mean-field models,
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starting (§3.1) with a simple αΩ model, in which the only contribution retained is that
of the αφφ component in eq. (2.11). We then examine an α2Ω model including the full
α-tensor (§3.2). Also, in order to help disentangling the various contributions to magnetic
field evolution, we consider α2 mean-field models, in which differential rotation is turned off
(§3.3), as well as α2Ω models in which turbulent pumping has been removed by artificially
zeroing out the off-diagonal component of the α-tensor (§3.4). Finally we explore an α2
mean-field model without turbulent pumping and differential rotation (§3.4). In all cases
we also examine the impact of varying the speed of the meridional flow, by varying the
Reynolds number Rm.
2.3.1 An αΩ model
Our first model is an αΩ model based on the differential rotation profile of Fig. 2.2
and the αφφ tensor component plotted on Fig. 2.1. The top two panels of Fig. 2.3A and B
show time latitude diagrams of the toroidal magnetic component at r/R = 0.85 (middle
of convection zone) and r/R = 0.72 (base of convection zone), and the bottom a radius-
time diagram of the toroidal field at latitude 60◦, all for a representative solution with
parameter values CΩ = 3 × 104, Cα = 35, Rm = 15, and ∆η = 100. For this model the
critical dynamo number is D = Cα × CΩ = 1.06 × 105, so that this reference solution is
markedly supercritical.
Two dynamo modes coexist in this solution; the first originates very near the equator
and progagates upwards and towards higher latitudes, essentially in a direction parallel
to the symmetry axis. The second, of lower amplitude, is concentrated at high lati-
tudes, originates in the middle of the convection zone and propagates upwards. Both
modes are symmetric about the equatorial plane, and both penetrate diffusively below the
core-envelope interface (dashed line on Fig. 2.3C), although they each reach their peak
amplitudes in the outer half of the convection zone, near r/R = 0.9. These two dynamo
modes are phase-locked, with the high latitude mode oscillating at twice the frequency of
its low latitude counterpart.
The existence of two distinct dynamo modes is a direct consequence of the internal
differential rotation profile used here (Fig. 2.2), which within the convection zone shows
two more or less distinct shear regions; a region of primarily latitudinal shear at high
latitude, and a strong shear with isocontours approximately parallel to the rotation axis
at low latitudes. Indeed, the directions of propagation of the two dynamo modes are
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Figure 2.3: Butterfly diagram for the reference solutions of 2.11 and 2.12 with the αφφ
component and the differential rotation profile shown in Figure 2.2. The top and middle
panel shows Bφ in a time-latitude diagram at r/R = 0.85 and r/R = 0.718, the bottom
panel show Bφ in a time-radius at 60◦ latitude where the dashed line indicates the core-
envelope interface. The color scale denotes the magnetic field strength in Gauss. This
solution is defined by the input parameter values CΩ = 30000, Rm = 15, Cα = 35 and
∆η = 100.
precisely what one would expect from the so-called Parker-Yoshimura sign rule, for a
scalar α-effect that is positive in the northern hemisphere, which is the case here in the
bulk of the convective envelope (see Fig. 2.1). Here the low-latitude shear is so strong that
the equatorial mode ends up producing the larger magnetic amplitudes, even though the
α-effect is quite weak at low latitudes (see Fig. 2.1, bottom right panel).
A solution closer to criticality (Cα = 5) but otherwise identical in its parameter set-
tings also show two modes, although the high-latitude mode is then of much smaller
amplitude, some 40 times below its low-latitude counterpart at their respective peak, and
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oscillates at the same frequency. A change of equatorial parity is observed around Cα ' 8,
with solutions under this value being antisymmetric about the equator, and those above
symmetric, as on Fig. 2.3. This change in parity coincides with the onset of an increase
in the frequency of the high-latitude mode, which locks again at twice the frequency of
the low-latitude mode around Cα ' 35. Figure 2.4 summarizes pictorially these various
transitions.
Varying the envelope-to-core magnetic diffusivity has no significant impact on these
dynamo modes. When ∆η approaches one, significant magnetic fields build up across the
stable layer, as one would have expected, otherwise the most significant change is a 7%
increase in the period of the high latitude mode. For ∆η ≥ 50, solutions are very nearly
identical.
Varying the meridional circulation speed, via change in Rm, has more pronounced
effects. The Rm = 15 solution plotted on Fig. 2.3 is essentially identical to a Rm = 0 solu-
tion with otherwise identical parameter values, except for the period of the high latitude
mode being larger by 10%. However, increasing Rm beyond 25 or so has a more impor-
tant impact. Beyond about Rm = 35, the periods of the two modes are no longer integer
multiples of one another, leading to mild amplitude modulation and beat phenomena. By
Rm = 75 the two modes are again phase-locked, but now at the same frequency, and, at
the core-envelope interface, the high-latitude mode now has the highest amplitude. At
Rm = 200 the field amplitude oscillates but without switching polarity in the bottom half
of the convection zone, and above Rm ' 400 polarity reversals have ceased throughout the
domain, even though oscillatory behavior superimposed on a steady field is still apparent.
Interestingly, beyond Rm ' 600 the steady field switches to antisymmetric parity about
the equatorial plane. Such complex behavior, as Rm is increased, is actually common in αΩ
models with a solar-like internal differential rotation (see, e.g., Charbonneau [2010][§4.4]
for some specific examples).
2.3.2 An α2Ω model
We now turn to a true α2Ω model including all nine components of the α-tensor, as
plotted on Fig. 2.1. Figure 2.5 shows in (A) a time-latitude diagram at r/R = 0.85 and in
(B) a radius-latitude diagram at latitude +70◦, both for the toroidal magnetic component,
in format similar to Fig. 2.3. Once again we observe two dynamo modes, the first being
a poleward-propagating mode concentrated at low to mid-latitude in the upper half of
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Figure 2.4: Variations of the dynamo period for the two dynamo modes co-existing in the
αΩ model. All dynamo solutions have CΩ = 30000, Rm = 15, and ∆η = 100. At low
Cα the high latitude mode (diamonds) is locked to the frequency of the low-latitude mode
(triangles), but undergoes a sudden increase in frequency around Cα ' 14, to lock again
(Cα ' 35) onto the high-latitude mode at twice its frequency. The variation with Cα
of the peak amplitude ratio of the low-latitude mode over the high-latitude mode (right
vertical axis) is plotted as a dashed line.
the convective envelope, and a second mode, of slightly longer period, peaking at high-
latitudes at the nominal base of the convection zone at r/R = 0.718. The two modes
interact with one another, leading to a beat-type phenomenon with significant variations
in the amplitude and duration of the shorter period mode, readily apparent on Fig. 2.5A.
This model is, in principle, the one that should most resemble the simulation results of
Racine et al. [2011]. The two bottom panels of Fig. 2.5 are the equivalents of panels (A)
and (B), but this time computed as zonal averages of the toroidal magnetic component
as extracted from the MHD simulation analyzed by Racine et al. [2011]. One can observe
both similarities and differences. Two modes also coexist in the simulation, namely a short
period mode restricted to the low-latitude part of the convection zone, and a much longer
period mode peaking below the core-envelope interface. In both cases the high-latitude
modes undergo polarity reversals in the bottom half of the convection zone, with subse-
quent upwards and downwards migration accompanied by amplification (cf. panels B and
D), peak values being reached at (mean-field model) or immediately beneath (simulation)
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the core-envelope interface. Within the convection zone, the simulation shows a dynamo
mode peaking at mid-latitudes, showing little latitudinal propagation tendencies, and a
fainter poleward propagating branch originating in the equatorial regions. This pattern
resembles what is produced by the α2Ω model (cf. panels A and C), except that in the
latter case the two modes are not phase locked. The simulation also shows a much shorter-
period amplitude modulation at low latitude, superimposed on the more slowly evolving
dynamo cycle. Whether this represents the imprint of yet another weak dynamo mode,
presumably powered by the strong shear building in the equatorial regions, or a form of
torsional oscillation, remains unclear at this juncture.
Note that such spatially-segregated, co-existing dynamo modes with widely different
periods are not unique to the MHD simulations of Ghizaru et al. [2010]; Racine et al.
[2011], but have also been observed in the spherical wedge MHD simulations of Ka¨pyla¨
et al. [2010].
The morphology and relative magnitude of the two dynamo modes present in this α2Ω
model are sensitive to the adopted values for the dynamo number Cα and meridional flow
speed, as measured by Rm. Near criticality, the low-latitude mode has by far the largest
amplitude and is symmetric about the equator, but as Cα exceeds about 30, balance shifts
rapidly towards the high-latitude mode and antisymmetric equatorial parity. Increasing
the diffusivity contrast to ∆η = 1 phase locks the two modes, and, naturally, favors deeper
penetration beneath the core-envelope interface, particularly for the high latitude mode.
The dynamo solutions also show a complex response to variations in the meridional flow
speed. A solution without meridional flow (Rm = 0) shows a high-latitude mode similar to
that observed on Fig. 2.5A and B, but the low-latitude mode is much weaker and phase-
locked onto the dominant high-latitude mode. As Rm increases, the low-latitude mode
undergoes a reduction in period and rise in amplitude, even peaking above its high-latitude
counterpart around Rm ' 30. As Rm exceeds about 50 the period and amplitude of the
low-latitude mode keep on decreasing until it becomes overwhelmed by its high-latitude
cousin. Interestingly, the latter’s period first decreases slightly with increasing Rm up to
Rm ' 100, but subsequently increases markedly. In parallel, the peak in toroidal field
amplitude is pushed slightly beneath the core-envelope interface, reaching r/R = 0.7 at
Rm = 200.
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Figure 2.5: Panels (A) and (B) show respectively time-latitude and time-radius diagrams
of the toroidal magnetic component in a α2Ω mean-field dynamo solution including all nine
components of the α-tensor. This solution is defined by parameter values CΩ = 30000,
Rm = 15, Cα = 35 and ∆η = 100. Panel (C) and (D) show corresponding diagrams, now
of the zonally-averaged toroidal magnetic field as extracted from the MHD simulation of
Racine et al. [2011]. Note that (D) is not constructed at exactly the same latitude as (B),
simply because the high latitude dynamo modes do not peak at exactly the same locations
in the mean-field model as in the MHD simulation.
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2.3.3 An α2 model
Mean-field dynamo models in which both poloidal and toroidal magnetic components
are regenerated exclusively via the α-effects are known as α2 dynamos. For simple α-effect
tensors characterized by smooth spatial variations, such models tend to generate a steady
large-scale magnetic field. However, it has been shown that more complex tensors can
produce oscillatory solutions (see, e.g., Ru¨diger et al. [2003]; Stefani & Gerbeth [2003]).
Since our α-tensor shows many characteristics that have been shown conducive to the
production of oscillatory behavior (e.g., sign changes in an hemisphere, αrr component
of sign opposite to αφφ over a susbtantial portion of the meridional plane), it becomes
interesting to search for oscillatory solutions in this α2 regime.
For the α-tensor of Fig. 2.1, oscillatory axisymmetric solutions turn out to be readily
produced. Figure 2.6A and B show an example, for parameter values CΩ = 0, Rm = 15,
Cα = 35 and ∆η = 100. This can be compared directly to Fig. 2.5A and B, which allows
a direct assessment of the role of differential rotation in this model. The α2 dynamo mode
originates in the outer third of the convection zone and peaks at 40 degrees latitude, with
a solar-like equatorward propagation that is maintained throughout the radial extent of
the convection zone (see Fig. 2.6A and B). A significant downward propagation is also
observed (on Fig. 2.6C), with an equivalent downward speed of order 1 m s−1 in this
specific solution. This is commensurate with the magnitude of the radial component of
the (downward) radial component of the general turbulent pumping speed characterizing
the α-tensor extracted by Racine et al. [2011] (see their Fig. 9, bottom center panel).
Remarkably, little trace of the high-latitude mode is to be found here. This suggests
that differential rotation within the tachocline plays an important role in amplifying the
magnetic field building up at the base of the convection zone in the α2Ω model. This is
also compatible with the dynamo analysis of the simulation output by Racine et al. [2011],
who found that the turbulent electromotive force and induction by large-scale flow have
comparable absolute magnitudes at the core-envelope interface (see their Fig. 14A and B).
In this model the critical dynamo number is Cα ' 26, and the dynamo mode turns out
to be quite sensitive to the adopted values of both Cα and Rm. At low Rm, well-defined
oscillatory solutions, as on Fig. 2.6, are restricted to the range 30 ≤ Cα ≤ 90. As with the
α2Ω model of the preceeding section, the cycle period is found to increase with increasing
Rm. This dynamo is clearly not operating as a flux transport dynamo, and the observed
increase in period indicates instead that the meridional flow instead interferes with the
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operation of this α2 dynamo, a situation also encountered in α2 models of dynamo action in
the core of massive main-sequence stars (e.g., Charbonneau & MacGregor [2001]). These
α2 dynamos being driven entirely within the convection zone, their global properties show
no noticeable dependence on the core-to-envelope diffusivity ratio in the range we have
explored (1 ≤ ∆η ≤ 100).
Figure 2.6: Dynamo solutions in the α2 regime, plotted in the same format as in figure 2.3,
with CΩ = 0, Rm = 15, Cα = 35 and ∆η = 100. Panels (A) and (B) show time-latitude
slices at mid-depths within the convection zone and core-envelope interface, respectively,
and panel (C) is a radius-time slice at mid-latitudes.
2.3.4 Turbulent pumping
As outlined in §2.1 above, the off-diagonal of the α-tensor embodies “turbulent pump-
ing”, i.e., turbulent transport of the large-scale mean magnetic field components. This
transport is intimately tied to the inhomogeneity and anisotropy of the small-scale turbu-
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lent flow responsible for the α-effect [Ossendrijver et al., 2002]. An interesting numerical
experiment therefore consists in artificially zeroing out these off-diagonal components, and
compare the resulting dynamo solutions to their counterparts using the full α-tensor.
Carrying out this experiments with the α2Ω produces a dynamo solution resembling
much more the αΩ solution of §2.3.1 than its α2Ω counterpart of §2.3.2. The primary
difference being the peak internal toroidal field strength being a factor of two higher with
turbulent pumping removed, and the high latitude mode having already switched equato-
rial parity for our reference parameter values Cα = 35 and Rm = 15. One can but conclude
that turbulent pumping plays a very important role in setting the global characteristics
of the α2Ω dynamo solution (on this see also Ka¨pyla¨ et al. [2006a]). A corollary is that
the αrr tensor component, despite being of an overall amplitude comparable to αφφ, has
comparatively much less impact on the global dynamo behavior.
Removing turbulent pumping also has a large impact on the α2 dynamo solutions
of §2.3.3. Figure 2.7, to be compared to Fig. 2.6A and C, shows an α2 solution with
turbulent pumping removed. The critical dynamo number is now Cα ' 28, larger than
the value Cα ' 26 characterizing the full α2 model of §2.3.3. The equatorial parity is
now clearly antisymmetric about the equator, and the peak internal field strength is some
50% smaller than when the full α-tensor is used. Most striking perhaps, with turbulent
pumping removed the cycle period increases by a factor 5, and the downward propagating
branch has disappeared. Equatorward propagation survives at high latitudes, but stops
well short of reaching equatorial latitudes, as in the α2 model using the full α-tensor.
Once again increasing the meridional flow speed leads to mounting interference with
the α2 mode dynamo; however, the effect is less pronounced than with the full α2 mode, the
cycle period now going from 28.4 yr atRm = 0 to 38.7 yr atRm = 102. At any rate, whether
in α2Ω or α2 mode, turbulent pumping does not cause a mere spatial distorsion of a dynamo
mode driven by the homogeneous part of the α-tensor, but alters fundamentally the global
characteristics of the dynamo modes. This is further explored on Figure 2.8, with the top
half showing meridional plane snapshots of the α2Ω model of §2.3.2, with and without the
off-diagonal terms removed (A and B respectively). The bottom part shows equivalent
snapshots now for the α2 model of §2.3.3. Note that the αΩ model of §2.3.1 would yield a
snapshot almost identical to that plotted on Fig. 2.3A. In all cases turbulent pumping leads
to a suppression of dynamo action at low latitudes, which is quite noteworthy in the α2Ω
case since a very strong shear is present there (see Fig. 2.5). Evidently both the combined
source and transport contributions from the off-diagonal components of the α-tensor jointly
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Figure 2.7: Time-latitude and time-radius diagrams of the toroidal magnetic component
in an α2 solution using the same parameter settings as on Fig. 2.6, but now with turbulent
pumping turned off, by artificially zeroing out all off-diagonal components of the α-tensor
(see §2.3.4). Panels A and B should be compared to panels A and C of Fig. 2.6.
act in a manner precluding dynamo action at low latitudes. This idea finds support in
the fact that the turbulent mean-electromotive force is relatively small there (see Fig. 8 in
Racine et al. [2011], even though many α-tensor components have significant amplitude
at low latitudes (cf. Fig. 2.1 herein). The morphology of these various dynamo modes
is clearly a complex affair, resulting from the interaction between differential rotation,
source and transport terms associated with an inhomogeneous α-effect, and advection by
the meridional flow.
2.4 Discussion and conclusion
In this paper we have presented a series of kinematic axisymmetric mean-field dynamo
solutions, using an α-tensor extracted from a global MHD simulation producing a large-
scale magnetic field showing regular polarity reversals resembling the solar cycle. These
mean-field models use a mean internal rotation profile extracted from a purely hydrody-
namical simulation ran under the same thermal forcing regime and parameter settings as
the aforementioned MHD simulation, and a parametric form for the meridional flow within
the convective envelope. Algebraic α-quenching is the sole amplitude-limiting mechanism
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Figure 2.8: Snapshots of the zonally-averaged (color scale) and poloidal (lines) magnetic
component in the α2Ω (top) and α2 (bottom) regimes, for the dynamo solutions discussed
already in §2.3.2 and §2.3.3 (right column), and their equivalents computed with turbulent
pumping removed (left). The magnetic field in each snapshot has been normalized to its
own peak value. An equivalent snapshot for the αΩ model of §2.3.1 is almost indistinguish-
able from the α2Ω snapshot at top left. Animations of these foru snapshots are available
as supplementary material to the online version.
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introduced in the these mean-field models. Comparison with the cycle characteristics of
the global MHD simulation then allows to disentangle aspects of the dynamo behavior
affected by the dynamical backreaction of the Lorentz force, from those associated with
the spatial complexity of the α-tensor.
Even a simple αΩ model using only the αφφ component of the α-tensor yields fairly
complex dynamo behavior, with two dynamo modes materializing in the model. The
dominant mode is powered by the strong radial shear characterizing the differential ro-
tation profile in equatorial region, while the second is associated with the strong radial
shear within the high-latitude portion of the tachocline-like shear layer present immedi-
ately beneath the core-envelope interface. In some parameter range these dual dynamo
modes are sometimes phase-locked, sometimes not, leading to longer timescale amplitude
modulation.
The co-existence of distinct and spatially-segregated dynamo modes persists in α2Ω
models using the full α-tensor. Using parameter values calibrated to the extent possible on
a global MHD simulation, the resulting α2Ω solutions show some striking similarities to the
cycles developing in this same simulation, most notably perhaps the existence of a poleward
propagating dynamo mode concentrated at low latitudes within the convective envelope,
and a higher-latitude mode leading to accumulation of strong magnetic fields about the
core-envelope interface proper. The latter is found to be dependent on the presence of
differential rotation, in agreement with the dynamo analysis of Racine et al. [2011] who
could demonstrate that at the base of the convection zone, induction by the large-scale
flow contributed about as much as the turbulent electromotive in the regeneration of the
toroidal magnetic component. The presence of a meridional flow can have a strong impact
on these α2Ω dynamo solutions, although its effects are relatively minor for the parameter
regime presumably closest to the MHD simulations to which comparison is being made.
Overall, the results obtained here support at least to some extent the conjecture put
forth by Racine et al. [2011], namely that the dynamo present in these global MHD simu-
lation operates similarly to an α2Ω dynamo in mean-field theory. Our results also suggest
that the spatiotemporally complex dynamo behavior observed in the global MHD simu-
lations is primarily determined by the complexity of the α-tensor and distinct regions of
strong shear in the internal differential rotation, rather than by dynamical effects associ-
ated with the backreaction of the Lorentz force on the inductive flows. The latter would
then act primarily as an amplitude-limiting mechanism, a conjecture supported by the
parallel analyses presented in Passos et al. [2012] and Beaudoin et al. [2012].
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Working on the same MHD simulation output as the one used to extract the α-tensor
component used in the present paper, Passos et al. [2012] have shown that the deep
meridional flow speed is strongly modulated by the large-scale magnetic field. Based on
our mean-field model calculations including a meridional flow, it appears possible that
the accumulation of strong magnetic fields beneath the core-envelope interface could be in
part favored by magnetically-mediated increase in the equatorward mean meridional flow
speed in the deep convective envelope.
Interestingly, oscillating dynamo solutions are readily found when operating in α2
mode, i.e., without any inductive contributions from differential rotation. This result is in
general agreement with earlier studies having shown that a sufficiently complex α-tensor
can produce such axisymmetric, oscillating solutions. The α2 dynamo solutions we have
obtained have significantly lower toroidal field strenghts than their cousins αΩ and α2Ω
models, consistent with the lack of induction by the differential rotation, and are also more
sensitive to the presence of a meridional flow. Interestingly, many of these solutions show
a deep-seated toroidal field concentrated at mid to low latitudes migrating equatorward
in a nicely solar-like manner.
Our modelling results also reveal that turbulent pumping plays an important role in
all α2Ω and α2 models investigated. Turbulent pumping does not act as a mere spa-
tial perturbation of the large-scale magnetic fields generated, but strongly affects global
characteristics such as cycle period, equatorial parity, and peak internal field strength.
The procedure used in Racine et al. [2011] to extract the α-tensor components from
the MHD simulation output also returns the temporal variance of each component at each
grid point. This opens the possibility to carry out Monte-Carlo-like mean-field dynamo
simulations where the α-tensor components are subjected to stochastic fluctuations at a
level coherent with the fluctuations characterizing the MHD simulations. There is a vast
extant literature demonstrating that stochastic forcing of αΩ (and related) dynamo models
can produce patterns of cycle amplitude fluctuations that show many features reminiscent
of the sunspot number record, even when the coherence time of this stochastic forcing is
much shorter than the cycle period (e.g., Brandenburg et al. [1992]; Charbonneau & Barlet
[2011]; Ossendrijver & Hoyng [1996]; and references therein). Since comparatively little
attention has been given to stochastically-forced α2Ω models (but do see Choudhuri 1992),
it would be interesting to examine whether these patterns carry over to the α2 and α2Ω
mean-field models constructed from the α-tensor extracted from the MHD simulations.
This work was supported by Canada’s Natural Sciences and Engineering Research
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CHAPTER 3
CONCLUSION
Nous avons vu que l’e´tude de la dynamo solaire est un domaine de recherche complexe ou`
il reste beaucoup a` apprendre. Le de´veloppement re´cent des mode`les globaux a permis
d’approfondir les connaissances relatives au cycle magne´tique solaire. Nous avons voulu
estimer l’effet de l’insertion d’un tenseur-α, extrait d’une simulation MHD globale [Ghizaru
et al., 2010], dans un mode`le de champ moyen [Charbonneau & MacGregor, 1997] avec
pour but de comparer les deux mode`les. Cette comparaison a permis de distinguer les effets
dynamiques de l’e´coulement a` grande e´chelle, des effets dus a` la force e´lectromotrice, sur
la variation cyclique du champ magne´tique.
L’inclusion des neuf composantes du tenseur-α dans un mode`le de champ moyen a
permis de reproduire plusieurs caracte´ristiques du champ magne´tique observe´es dans la
simulation globale. Ainsi, nous avons constate´ la pre´sence de deux modes dynamo de
pe´riodes similaires situe´s a` l’e´quateur et a` haute latitude. Premie`rement, le mode e´qua-
torial est concentre´ a` des rayons plus pre`s de la surface et se propage vers les poˆles, ces
caracte´ristiques sont e´galement observe´es pour le cycle de courte pe´riode de la simulation
globale. De plus, on note que le cycle a` haute latitude se concentre et s’accumule au bas
de la zone convective dans les deux mode`les. Par contre, la pe´riode du cycle e´quatorial
pre´sent dans le mode`le de champ moyen est du meˆme ordre que celui situe´ a` haute latitude
contrairement au mode`le global qui trouve un facteur d’environ 10 entre les deux modes.
De plus, on note aussi que le champ toro¨ıdal du cycle a` haute latitude est globalement con-
centre´ a` de plus hautes latitudes (∼ 65◦) que dans le mode`le global (∼ 50◦). Par ailleurs,
de manie`re ge´ne´rale, le champ magne´tique produit par le mode`le de champ moyen est
e´galement sensible a` la pre´sence, ainsi qu’au type de profil, de la circulation me´ridienne et
de la rotation diffe´rentielle inclus dans le mode`le.
Le fait que le mode`le de champ moyen produise deux modes dynamo et que l’allure
ge´ne´rale du champ magne´tique ressemble a` bien des points de vues, aux structures aux
grandes e´chelles de celui produit par le mode`le global, est duˆ a` la complexite´ spatiale
du tenseur-α. Ceci sugge`rent que la force e´lectromotrice controˆle plutoˆt la distribution
spatiale du champ magne´tique a` grande e´chelle tandis que la re´troaction du champ magne´-
tique sur l’e´coulement causerait principalement la saturation de l’amplitude de la dynamo
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[Beaudoin et al., 2012; Passos et al., 2012].
En supprimant entie`rement la rotation diffe´rentielle au sein du mode`le, on peut soutenir
un effet dynamo cyclique en n’utilisant que la force e´lectromotrice. La solution produite
ne montre pas d’accumulation de champ magne´tique au bas de la zone convective. Ceci
sugge`rent que la pre´sence de rotation diffe´rentielle y joue un roˆle non ne´gligeable dans
l’amplification locale du champ magne´tique pompe´ a` l’interface de la zone convective.
Finalement, en supprimant le pompage turbulent global du tenseur-α, les cycles magne´-
tiques produits diffe`rent significativement de ceux produits avec le profil original de α.
Ce pompage a` comme effet global de de´placer le champ magne´tique situe´ a` l’e´quateur
vers les poˆles en plus de transporter le champ magne´tique toro¨ıdal vers le bas de la zone
convective. Ainsi, le pompage turbulent joue donc un roˆle notable au sein de la dynamo
produite.
Pour calculer le tenseur-α complet, on utilise une me´thode d’optimisation standard
de moindres carre´s base´e sur la de´composition en valeurs singulie`res. L’avantage de cette
me´thode est qu’en plus de trouver une valeur de α pour chaque point de maille, elle
retourne automatiquement la variance qui y est associe´e. Actuellement, les composantes
du tenseur-α ne varient que spatialement. Il serait toutefois possible d’ajouter au mode`le
de champ moyen une me´thode de style Monte Carlo qui ferait fluctuer le tenseur-α selon la
statistique de´crite par la variance de ses composantes. Ainsi, il est ne´cessaire d’introduire
un temps de cohe´rence durant lequel la valeur de α reste a` une valeur fixe. L’inte´reˆt des
mode`les de champ moyen utilisant un forc¸age stochastique de l’effet-α tient a` la possibilite´
de moduler l’amplitude et la dure´e des cycles magne´tiques produits. On re´ussit meˆme
a` cre´er des modulations tre`s semblables a` celles qu’on observe sur le Soleil [Ossendrijver
& Hoyng, 1996]. De plus, dans ce type de mode`les, on peut causer des modulations
d’amplitude sur de longues e´chelles temporelles meˆme en utilisant des temps de cohe´rence
faibles par rapport a` la dure´e d’un cycle [Charbonneau, 2010, §5.6].
En plus d’observer des modulations d’amplitude au sein du cycle solaire, on observe
aussi des pe´riodes ou` l’activite´ magne´tique est fortement diminue´e par rapport aux cy-
cles ”habituels”. Ce phe´nome`ne est connu sous le nom d’intermittence et fait l’objet de
nombreuses recherches. Les mode`les discute´s plus haut peuvent, dans certaines configura-
tions, reproduire ce phe´nome`ne d’intermittence dans les cycles magne´tiques (par exemple,
Choudhuri [1992]; Ossendrijver [2000]). L’insertion des variances associe´es a` chacun des
points de maille en r et θ des neuf composantes du tenseur-α, dans un mode`le de champ
moyen, nous permettrait d’analyser ce phe´nome`ne pour la premie`re fois via un profil spa-
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tial variable 2D de l’effet-α. Ce travail fera l’objet de mon futur projet de doctorat,
en collaboration avec les membres du Max-Planck-Institut fu¨r Sonnensystemforschung of
doom.
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Appendix I
Annexe 1
Nous avons de´veloppe´ l’expression analytique comple`te pour la force e´lectromotrice avec les
neuf composantes du tenseur-α et l’avons incluse dans un mode`le α2Ω. Voici l’expression
pour la composante φ pre´sente dans l’e´quation pour l’e´volution temporelle du champ
magne´tique polo¨ıdal moyen:
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ainsi que la composante r et θ pre´sente dans l’e´quation pour l’e´volution temporelle du
champ magne´tique toro¨ıdal moyen:
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r
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(
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+
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∂B
∂r
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r
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∂θ
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